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Resumo
Dado um C
∗
-sistema dinâmio (A,G, α) dene-se um homomorsmo, denomi-
nado de aráter de Chern-Connes, que leva elementos de K0(A)⊕K1(A), grupos de
K-teoria da C
∗
-álgebra A, em H∗
R
(G), anel da ohomologia real de deRham do grupo
de Lie G. Utilizando essa denição, nós alulamos expliitamente esse homomor-
smo para os exemplos (Ψ0cl(S
1), S1, α) e (Ψ0cl(S
2), SO(3), α), onde Ψ0cl(M) denota
a C
∗
-álgebra gerada pelos operadores pseudodifereniais lássios de ordem zero da
variedade M e α a ação de onjugação pela representação regular (translações).
i

Abstrat
Given a C
∗
-dynamial system (A,G, α) one denes a homomorphism, alled
the Chern-Connes harater, that take an element in K0(A)⊕K1(A), the K-theory
groups of the C
∗
-algebra A, and maps it into H∗
R
(G), the real deRham oho-
mology ring of G. We explitly ompute this homomorphism for the examples
(Ψ0cl(S
1), S1, α) and (Ψ0cl(S
2), SO(3), α), where Ψ0cl(M) denotes the C
∗
-álgebra gene-
rated by the lassial pseudodierential operators of zero order in the manifold M
and α the ation of onjugation by the regular representation (translations).
iii
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Introdução
O propósito deste trabalho foi, desde o prinípio, o de ompreender o aráter de
Chern-Connes, apresentado pela primeira vez por Alain Connes em [C1℄, e posterior-
mente alulá-lo na C
∗
-álgebra gerada pelos operadores pseudodifereniais lássios
de ordem zero da esfera, que designamos por Ψ0cl(S
2).
Por esse motivo o primeiro apítulo trata da onstrução (denição) do homo-
morsmo de Chern-Connes para um C
∗
-sistema dinâmio (A,G, α), onde A é uma
C
∗
-álgebra, G é um grupo de Lie e α é um homomorsmo ontínuo de G no grupo
dos automorsmos de A, designado por Aut(A), equipado om a topologia da on-
vergênia pontual.
Grande parte das idéias desse apítulo baseiam-se em [C1℄ que é um artigo ex-
tremamente oniso. Por esse motivo se fez neessário detalhar muitas das passagens
omitidas nesse artigo e para tal foi neessário reorrer a idéias de outros textos que
não apareem exatamente no mesmo ontexto em que estamos trabalhando. Vale
destaar alguns desses textos omo [C3℄ do mesmo autor, [L℄ mais voltado à parte
algébria, [K℄ e [F℄ dentre outros. Além desses textos, alguns dos resultados que
provamos neste primeiro apítulo foram demonstrados graças a onversas om ole-
gas omo Johannes Aastrup, Riardo Bianoni e Bertrand Monthubert.
O segundo apítulo naseu da neessidade de se trabalhar um pouo om a
denição dada no primeiro apítulo para asos mais simples do que o já menionado
no primeiro parágrafo. Por este motivo o apítulo em questão apresenta o álulo
explíito do aráter de Chern-Connes para o C
∗
-sistema dinâmio em que a C
∗
-
álgebra é Ψ0cl(S
1), isto é, a C∗-álgebra gerada pelos operadores pseudodifereniais
lássios de ordem zero da variedade S1.
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A beleza do segundo apítulo está no fato de se ver inteiramente a onstrução
do árater de Chern-Connes, feita no apítulo anterior, sendo apliada num aso
onreto. Destaam-se aqui vários fatos omo o de Ψ0cl(S
1) ser invariante pelo álulo
funional holomorfo o que faz om que este exemplo se enaixe perfeitamente à
denição utilizada; a possibilidade de mostrar de forma simples que a apliação do
índie δ1 é sobrejetora, pois neste aso apresentamos de forma lara o operador que
é levado no gerador do ontra-domínio; e também o fato do traço neste aso ser
uma ombinação linear real de duas integrais para que as hipóteses sejam todas
satisfeitas. Mas talvez o fato que mereça maior atenção seja o de que pudemos
provar, utilizando os isomorsmos de K-teoria e também o auxílio omputaional
1
,
o aso partiular (a) enuniado por A. Connes em [C1℄.
O tereiro apítulo apresenta o álulo do aráter de Chern-Connes para a
C
∗
-álgebra gerada pelos operadores pseudodifereniais lássios de ordem zero da
esfera, denotada por Ψ0cl(S
2), que foi nosso objetivo desde o prinípio do trabalho.
Apresentamos na primeira parte desse apítulo os grupos de K-teoria de C(SS2),
onde SS2 ⊂ TS2 denota o sub-brado das esferas unitárias do brado tangente de
S2 que denominamos brado das esferas de S2, e estes foram obtidos utilizando-se
Mayer-Vietoris para K-teoria de C
∗
-álgebras, ferramenta esta apresentada omo em
[MS1℄, mas que também aparee de forma mais geral em [B℄. Cabe ressaltar que os
resultados aqui obtidos, isto é, que K1(C(SS
2)) = Z e que K0(C(SS
2)) = Z ⊕ Z2,
oinidiram om os resultados ainda não publiados por F. Rohon em [Ro℄, mas
vale dizer que nossos resultados foram enontrados através de ferramentas diferentes
das utilizadas em [Ro℄.
Já na segunda seção deste tereiro apítulo, utilizando os resultados obtidos na
seção anterior, alulamos os grupos de K-teoria de Ψ0cl(S
2). E de posse dos grupos
de K-teoria da C
∗
-álgebra Ψ0cl(S
2) pudemos hegar ao nosso objetivo prinipal e
apresentar o aráter de Chern-Connes, omo desejado desde o iníio.
O quarto apítulo apresenta o álulo da K-teoria do brado das oesferas do
toro, pois planejo, em seguida, utilizar estes grupos para alular o aráter de Chern-
Connes em Ψ0cl(T ), ou seja, a C
∗
-álgebra gerada pelo operadores pseudodifereniais
lássios de ordem zero do Toro. Mas para resolver este problema, em que pretendo
1
Para os álulos em questão foi utilizado o "software" Maple 6.
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ontinuar trabalhando, talvez seja neessário pensar em alguns outros, omo por
exemplo, uma fórmula mais geral para o aráter de Chern-Connes quando alulado
em K1, assim omo zeram Charlotte Wahl em [Wa℄ e também Ezra Getzler em [G℄
para outras generalizações do aráter de Chern-Connes. Observe que tal fórmula não
foi neessária nos dois exemplos que demos anteriormente, já que no primeiro, isto
é, em Ψ0cl(S
1), devido a dimensão do grupo de Lie S1, preisamos apenas da fórmula
para o primeiro termo ímpar do somatório e no segundo exemplo (em Ψ0cl(S
2)) não
se fez neessária, pois K1(Ψ0cl(S
2)) = 0.
Vale lembrar que em todos os exemplos itados a C
∗
-álgebra em questão, isto
é, a C
∗
-álgebra gerada pelos operadores pseudodifereniais lássios de ordem zero
das variedades S1, S2 e T ontém a álgebra dos operadores ompatos K e seus
omutadores são ompatos. Utilizando-se este fato e os resultados de "omparison
algebras" de H. Cordes [Co℄, que na verdade já eram onheidos por Konh e Niren-
berg [KN℄ e também por Gohberg [Go℄ e Seeley [S℄, temos o quoiente da álgebra por
K omutativo o que faz om que nossos exemplos não quem muito longe do aso
lássio omutativo. Pretendemos trabalhar no álulo explíito do homomorsmo
de Chern-Connes para algumas álgebras geradas por operadores pseudodifereniais
que não possuem esta propriedade, vide por exemplo a álgebra estudada em [MS℄.
Além desses apítulos esta tese apresenta logo a seguir uma lista de onvenções
e notações iniiais. E na tentativa de auxiliar àqueles menos familiarizados om
K-teoria e/ou om alguns resultados sobre grupos de Lie, esta tese também dispõe
de dois apêndies. O primeiro versando sobre alguns resultados, neessários para
a ompreensão do árater de Chern-Connes no ontexto de C
∗
-sistemas dinâmios,
sobre representações em grupos de Lie. Cabe aqui agradeer a Daniel V. Tausk por
sua inestimável ooperação e eslareimentos sobre diversos tópios desse apêndie.
Existe ainda um segundo apêndie sobre K-teoria, ferramenta essenial para o en-
tendimento e os álulos do homomorsmo de Chern-Connes tema entral deste
trabalho.
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Notações e onvenções
• S1 = {z ∈ C : |z| = 1} , T = S1 × S1 e D = {z ∈ C : |z| 6 1}.
• Ma é o operador de multipliação por a ∈ C
∞(S1) e L(H) o onjunto dos
operadores limitados de H omo em B.2.
• Fd designa a transformada de Fourier disreta, isto é, Fd : L
2(S1) → l2(Z),
onde (Fdu)j =
1√
2pi
∫ pi
−pi u˜(θ)e
−ijθdθ, j ∈ Z e u˜(θ) = u(eiθ).
• S∗M denotará o brado das oesferas de uma variedade riemanniana M de
dimensão n, isto é, o onjunto de todos os pontos (x, ξ) ∈ T ∗M , brado
otangente deM , tais que
n∑
i,j=1
mij(x)ξiξj = 1, ondem é a métria riemanniana.
• CS(Z) = {(ai)i∈Z : lim
i→∞
ai = a(∞) e lim
i→−∞
ai = a(−∞) existem}.
• a(Dθ) = F
−1
d MaFd, onde Ma é o operador de multipliação pela seqüênia
(ai) ∈ CS(Z).
• Os símbolos 1, 0 e z serão utilizados para designar, respetivamente, as apli-
ações 1(z) = 1, 0(z) = 0 e z(z) = z, z ∈ S1, omo pode ser visto em B.18 e
B.24.
• O onjunto SA é a suspensão da C∗-álgebra A, isto é,
SA = {f ∈ C([0, 1], A) : f(0) = f(1) = 0}
= {f ∈ C([0, 2π], A) : f(0) = f(2π) = 0}
= {f ∈ C(S1, A) : f(1) = 0} = C0(]0, 1[, A)
omo em B.20.
5
• Sendo A uma C∗-álgebra as apliações θA e βA são os isomorsmos da K-
teoria omplexa dados por θA : K1(A) → K0(SA) e βA : K0(A) → K1(SA)
respetivamente, para maiores detalhes vide B.21 e B.22.
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Capítulo 1
O aráter de Chern-Connes para
C
∗
-sistemas dinâmios
O objetivo deste apítulo é o de apresentar om mais detalhes a denição do
aráter de Chern dada por Alain Connes em [C1℄. Nesse artigo Connes generaliza a
idéia de aráter de Chern, já onsagrada em geometria diferenial.
Na geometria diferenial o aráter de Chern nada mais é do que um morsmo
que relaiona elementos de um K-grupo a elementos de um grupo de ohomologia
(de deRham). Aontee porém, que tal aráter naseu naturalmente para álulos
em que os K-grupos provinham de Álgebras de Banah omutativas e Alain Connes
estendeu estes resultados e álulos, já lássios para o aso omutativo, para C
∗
-
sistemas dinâmios (aso este em que existe uma ação de grupo envolvida e que
estudaremos neste apítulo) e também para álgebras de Banah não-omutativas
utilizando teorias mais sostiadas omo a da ohomologia ília, ília periódia,
et. (asos estes que podem ser enontrados em [C3℄ e [L℄).
Vale lembrar que a denição mais usual do aráter de Chern da geometria
diferenial é dada através do álulo do traço da exponenial de uma urvatura do
brado vetorial de uma variedade difereniável e que tal traço é um elemento do
grupo de ohomologia de deRham desta variedade. O que apresentaremos a seguir
é um detalhamento da denição do aráter de Chern para C
∗
-sistemas dinâmios e
isto será feito de maneira análoga a denição mais usual deste homomorsmo.
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Como já dito a apresentação a seguir é baseada na extensão do aráter de Chern
introduzida por Alain Connes em [C1℄ e por este motivo passaremos a denominar
tal homomorsmo por aráter de Chern-Connes.
1.1 O Caráter de Chern-Connes
Apresentaremos nesta seção a denição do aráter de Chern-Connes introduzido
por Alain Connes em seu artigo [C1℄ preenhendo também alguns detalhes omitidos
pelo autor no referido artigo.
Seja (A,G, α) um C∗-sistema dinâmio, isto é, A é uma C∗-álgebra unital, G um
grupo de Lie e α : G→ Aut(A) uma ação ontínua na topologia forte de operadores,
isto é, para todo a ∈ A a apliação α(a) : g 7→ αg(a) é ontínua na norma.
Diremos que a ∈ A é de lasse Ck (1 6 k 6 ∞) se, e somente se, a apliação
α(a) é de lasse Ck. A álgebra involutiva A∞ = {a ∈ A : a é de lasse C∞} é
densa (na norma) em A. Este resultado é onheido omo Teorema de Gårding e
sua demonstração pode ser enontrada em A.1.
Cabe observar que A∞ possui uma estrutura de *-álgebra de Fréhet induzida
pela apliação α : A∞ → C∞(G,A), dada por a 7→ α(a). Esta topologia, induzida
pelas seminormas annias de C∞(G,A), torna a inlusão A∞ →֒ A ontínua. De
fato, omo α é um automorsmo, temos
||α(ai)||∞ = sup
g∈G
||αg(ai)|| = ||ai||.
Além disso, se a ∈ A∞ ⊂ A é invertível em A, então a−1 ∈ A∞, isto porque
αg(a
−1) = αg(a)−1. Assim o onjunto do invertíveis de A∞ é aberto e portanto a
inversão é ontínua, vide o orolário da página 115 de [W℄.
Como a operação de inversão é ontínua, então as integrais de Cauhy que
nos dão o álulo funional holomorfo onvergem em A∞, em outras palavras, A∞
é invariante pelo álulo funional holomorfo e portanto a inlusão de A∞ em A
induz os isomorsmos K0(A
∞) ≃ K0(A) e K1(A∞) ≃ K1(A). Este é um resultado
bastante onheido de K-teoria, que arma que dadas uma C
∗
-álgebra A e uma
8
subalgebra A∞ densa em A e invariante pelo álulo funional holomorfo, então
Ki(A
∞) ≃ Ki(A), para i = 0 ou 1. A demonstração deste fato pode ser vista om
mais detalhes no apêndie 3 de [C2℄ ou também omo enuniado nas seções 5 e 8 de
[B℄.
Nossa intenção nesta seção é a de denir o aráter de Chern-Connes que, omo
veremos a seguir, é um homomorsmo entre os grupos de K-teoria de uma C
∗
-álgebra
e os de ohomologia de um grupo de Lie. Podemos então, utilizando os isomorsmos
vistos no parágrafo anterior, isto é, K0(A
∞) ≃ K0(A) e K1(A∞) ≃ K1(A), fazer a
opção de utilizar um m.p.f.g.
1 M∞ sobre A∞, ao invés de M um m.p.f.g. sobre A.
Tal opção não trará diferença à denição do aráter de Chern-Connes, no entanto,
nos permitirá derivar os elementos da álgebra, já que estes estarão sempre em A∞.
Como todo m.p.f.g é um somando direto de um módulo livre om base nita,
vide proposição 3.10 de [J℄ e seu orolário, podemos então armar que existe um
idempotente
2 e ∈Mn(A
∞), para algum n ∈ N, tal que e((A∞)n) eM∞ são isomorfos.
Por 4.6.2 de [B℄ sabemos que dentre os idempotentes desta mesma lasse podemos
tomar um que satisfaça as ondições
e2 = e e e∗ = e.
Ou seja, e é uma projeção que passaremos a designar por p ∈Mn(A).
Denição 1.1 Denimos δ uma representação da álgebra de Lie do grupo G, de-
signada por g, na álgebra de Lie das derivações de A∞, dada por
δX(a) = lim
t→0
αgt(a)− a
t
, onde g′0 = X e a ∈ A
∞.
A demonstração de que δ é de fato uma representação, isto é, de que a denição
anterior faz sentido, pode ser vista em A.4.
Algumas vezes, ao invés de nos depararmos om a ∈ A ( a ∈ A∞ ), teremos
a ∈ Mn(A) ( a ∈ Mn(A
∞) ) e a extensão da denição das apliações αg ( δX )
de A ( A∞ ), para Mn(A) ( Mn(A∞) ) é feita pontualmente, ou melhor, em ada
1
módulo à direita, exeto quando menionado o ontrário, projetivo e nitamente gerado
2
mais preisamente uma família de idempotentes.
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entrada da matriz, isto é, para a = (aij) ∈ Mn(A), temos αg(a) = (αg(aij)) ( para
a = (aij) ∈Mn(A
∞), temos δX(a) = (δX(aij)) ).
Com o que foi apresentado até o momento, nos enontramos aptos a denir o
que é uma onexão ∇ sobre o m.p.f.g. M∞.
Denição 1.2 Dado o m.p.f.g. M∞ sobre A∞ uma onexão sobre M∞ é uma
apliação linear ∇ : M∞ → M∞ ⊗ g∗, que satisfaz
∇X(ξa) = ∇X(ξ)a+ ξδX(a) , ∀ξ ∈M
∞, ∀X ∈ g e ∀a ∈ A∞.
Para todo M∞ ≃ p((A∞)n) m.p.f.g. sobre A∞, om p omo aima, existe
uma onexão hamada de onexão grassmanianna ou de Levi-Civita (em analogia à
denição usual da onexão de Levi-Civita da geometria diferenial). Tal onexão é
dada por:
∇0X(ξ) = pδX(ξ) ∈ M
∞, ∀ξ ∈M∞ e X ∈ g.
De fato, a linearidade de ∇0X deorre da linearidade de δX . Através do isomor-
smo p
(
(A∞)n
)
≃ M∞ e da igualdade p2 = p, dados X ∈ g, a ∈ A∞ e ξ ∈ M∞,
temos
∇0X(ξa) = pδX(ξa) = pδX(ξ)a+ pξδX(a) = ∇
0
X(ξ)a+ ξδX(a),
ou seja, ∇0 é onexão.
Através da representação δ temos o omplexo Ω = A∞ ⊗ Λg∗ das formas dife-
reniáveis invariantes à esquerda sobre o grupo G om oeientes em A∞. Assim
munimos Ω om uma estrutura de álgebra 3, dada pelo produto tensorial de A∞
om a álgebra exterior Λg∗, uja derivação exterior d satisfaz:
• δX(a) = da(X), ∀a ∈ A
∞
e X ∈ g;
• d(w1 ∧ w2) = d(w1) ∧ w2 + (−1)
kw1 ∧ d(w2), ∀w1 ∈ Ω
k
e w2 ∈ Ω e
3
Observe que esta estrutura não é neessariamente omutativa, isto porque
w1 ∧ w2 6= (−1)
gr(w1)gr(w2)w2 ∧w1.
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• d2(w) = 0, ∀w ∈ Ω.
Note que A∞ ≃ A∞ ⊗ 1 ⊂ Ω e portanto Ω pode ser visto omo um bimódulo
sobre A∞.
Além disso, podemos identiar End(M∞) ≃ End(p(A∞)n) om pMn(A∞)p.
Para isto basta tomar o isomorsmo
φ : End(M∞)→ pMn(A
∞)p
f 7→ pf(p)p.
Lema 1.3 Toda onexão ∇ sobre M∞ é da forma
∇X(ξ) = ∇
0
X(ξ) + ΓX(ξ) , ∀ξ ∈ p
(
(A∞)n
)
e X ∈ g,
om Γ ∈ pMn(Ω
1)p uniamente determinada por ∇.
Demonstração: Observe que γ = ∇− ∇0 é A∞-linear , isto é, γX(ξa) = γX(ξ)a,
para todo X ∈ g, ξ ∈M∞ e a ∈ A∞.
Utilizando o isomorsmo φ : End(M∞)→ pMn(A∞)p podemos notar que existe
ΓX ∈Mn(A
∞) tal que γX(ξ) = pΓXpξ, ∀ξ ∈M∞ e além disso, a apliação X 7→ ΓX
é linear, isto é, Γ ∈ pMn(Ω
1)p.

Denição 1.4 Seja ∇ uma onexão sobre o m.p.f.g. M∞, denimos a urvatura
assoiada a ∇ omo sendo o elemento Θ ∈ EndA∞(M
∞)⊗ Λ2g∗ dado por
Θ(X, Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ] , ∀X, Y ∈ g.
Observação 1.5 Note que as urvaturas assim denidas são 2-formas e utilizando
a identiação End(M∞) om pMn(A∞)p ⊂ Mn(A∞) podemos mostrar que a ur-
vatura assoiada a onexão grassmanianna ∇0 é a 2-forma Θ0 = pdp ∧ dp ∈ Ω
2
.
Vejamos
Θ0(X, Y ) = p(Θ0(X, Y )(p))p = p(∇
0
X∇
0
Y (p)−∇
0
Y∇
0
X(p)−∇
0
[X,Y ](p))p
= p(pδX(pδY (p))− pδY (pδX(p))− pδ[X,Y ](p))p
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e utilizando-se o fato de que δ é uma representação de álgebras de Lie, omo provado
em A.4, temos
Θ0(X, Y ) = p(δX(p)δY (p) + δXδY (p)− δY (p)δX(p)− δY δX(p)− δXδY (p) + δY δX(p))
= p(δX(p)δY (p)− δY (p)δX(p)) = pdp ∧ dp(X, Y ).
Proposição 1.6 Com a notação do Lema 1.3 podemos mostrar que a urvatura
assoiada a onexão ∇ = ∇0 + Γ é dada por
Θ = Θ0 + p(dΓ + Γ ∧ Γ)p.
Demonstração: Seja ∇ = ∇0 + Γ uma onexão omo no Lema 1.3. Utilizando-se
formas tensorizadas podemos provar, de forma análoga a feita nos itens (a) e (f) da
proposição 2.25 de [War℄, que
dΓ(X, Y ) = δXΓY − δY ΓX − Γ[X,Y ],
para quaisquer X e Y em g.
Além disso, (Γ ∧ Γ)(X, Y ) = ΓXΓY − ΓY ΓX .
Assim ao troarmos ∇ por ∇0 +Γ na denição de urvatura temos para quais-
quer X, Y ∈ g
Θ(X, Y ) = ∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]
= (∇0X + ΓX)(∇
0
Y + ΓY )− (∇
0
Y + ΓY )(∇
0
X + ΓX)− (∇
0
[X,Y ] + Γ[X,Y ])
= ∇0X∇
0
Y +∇
0
XΓY + ΓX∇
0
Y + ΓXΓY −∇
0
Y∇
0
X −∇
0
Y ΓX+
− ΓY∇
0
X − ΓY ΓX −∇
0
[X,Y ] − Γ[X,Y ]
Utilizando as denições da onexão de Levi-Civita ∇0X = pδX e também da
urvatura assoiada a esta, isto é, Θ0(X, Y ) = ∇
0
X∇
0
Y −∇
0
Y∇
0
X −∇
0
[X,Y ] , temos
Θ(X, Y ) = Θ0(X, Y ) + pδX(ΓY )− pδY (ΓX) + ΓXpδY − ΓY pδX+
+ ΓXΓY − ΓY ΓX − Γ[X,Y ]
= Θ0(X, Y ) + pδXΓY + pΓY δX − pδY ΓX − pΓXδY + ΓXpδY + ΓXpδY+
− Γ[X,Y ] + ΓXΓY − ΓY ΓX
12
Lembrando que Γ ∈ pMn(Ω
1)p e portanto pΓXδY = ΓXpδY e pΓY δX = ΓY pδX ,
temos
Θ(X, Y ) = Θ0(X, Y ) + p(δXΓY − δXΓY − Γ[X,Y ]) + p(ΓXΓY − ΓY ΓX)
= Θ0(X, Y ) + p(dΓ)p(X, Y ) + p(Γ ∧ Γ)p(X, Y ).
Ou seja, podemos desrever qualquer urvatura Θ por
Θ = Θ0 + p(dΓ + Γ ∧ Γ)p.

Utilizando agora o fato de p ∈ Mn(A
∞) ser projeção, ou mais preisamente
p2 = p, podemos provar algumas identidades que nos serão úteis no deorrer desta
seção.
Lema 1.7 Seja p ∈Mn(A
∞) uma projeção e d a derivação exterior, então:
1. pdpp = 0;
2. pdp ∧ dp = p(dp ∧ dp)p = (dp ∧ dp)p;
3. (2p− 1)dp = −dp(2p− 1).
4. (pdp ∧ dp)k = p(dp ∧ dp)k, ∀k ∈ N;
5. d(pdp ∧ dp) = dp ∧ (pdp ∧ dp) + (pdp ∧ dp) ∧ dp.
Demonstração: (1) Como p2 = p, então d(p2) = dp e pela regra de Leibniz
dpp + pdp = dp, multipliando-se por p ambos os lados da igualdade e utilizando
novamente que p2 = p, temos pdpp = 0.
(2) Segue disto que d(pdpp) = 0, logo dp ∧ dpp + pd2pp − pdp ∧ dp = 0 e
omo d2 = 0, temos dp ∧ dpp = pdp ∧ dp. Utilizando o raioínio anterior temos
pdp ∧ dp = p(dp ∧ dp)p = (dp ∧ dp)p.
(3) Pela demonstração de (1) podemos observar que
(2p− 1)dp = 2pdp− dp = pdp+ (pdp− dp) = pdp− dpp
= (dp− dpp)− dpp = −2dpp+ dp = −dp(2p− 1).
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(4) Por (2) vemos que p omuta om dp ∧ dp logo
(pdp ∧ dp)k = pk(dp ∧ dp)k = p(dp ∧ dp)k.
(5) Novamente por (2) temos pdp ∧ dp = pdp ∧ dpp, logo
d(pdp ∧ dp) = d(pdp ∧ dpp) = dp ∧ dp ∧ dpp+ pdp ∧ dp ∧ dp
= dp ∧ (pdp ∧ dp) + (pdp ∧ dp) ∧ dp.

A segunda armação deste lema também nos diz que Θ0 = pΘ0 = Θ0p = pΘ0p
e a quinta que d(Θ0) = dp ∧Θ0 +Θ0 ∧ dp. Assim
d(Θ0) = d(pΘ0p) = dp ∧Θ0p+ pd(Θ0)p+ pΘ0 ∧ dp
= dp ∧Θ0 +Θ0 ∧ dp+ pd(Θ0)p
= d(Θ0) + pd(Θ0)p,
ou seja, pd(Θ0)p = 0.
Denição 1.8 Uma apliação τ : A → C é dita um traço nito G-invariante se
para quaisquer elementos a e b de A e g ∈ G, temos
1. τ é um funional linear ontínuo que satisfaz τ(ab) = τ(ba) (traço);
2. τ é positivo e portanto τ(a∗) = τ(a) (vide os omentários após B.14) e
3. τ(αg(a)) = τ(a).
Seja τ um traço nito G-invariante sobre A. Para todo k ∈ N existe uma únia
apliação k−linear τk : Ω× . . .× Ω︸ ︷︷ ︸
k
→ Λg∗, tal que
τk(a1 ⊗ w1, . . . , ak ⊗ wk) = τ(a1 . . . ak)w1 ∧ . . . ∧ wk.
Vale ressaltar que τ0 = τ é simplesmente o traço da álgebra A e também que
algumas vezes τk será entendido omo a omposição da apliação k−linear denida
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aima om o traço usual das matrizes, já que estaremos trabalhando om elementos
de Mn(Ω).
Cabe também observar que τk(a1⊗w1, . . . , ak⊗wk) = τ1(a1 . . . ak⊗w1∧. . .∧wk)
e este fato será onstantemente utilizado durante esta seção.
Lema 1.9 A apliação τk : Ω× . . .× Ω︸ ︷︷ ︸
k
→ Λg∗ aima denida é um traço graduado,
isto é, para i = 1, 2, . . . , k − 1 vale
τk(θ1, . . . , θk) = (−1)
gr(θi)gr(θi+1)τk(θ1, . . . , θi−1, θi+1, θi, θi+2 . . . θk).
Demonstração: Provaremos primeiramente que τk está bem denido e isto se faz
neessário, já que os elementos de Ω não possuem representação únia.
Sejam
N∑
i=1
ai⊗wi =
M∑
j=1
bj ⊗ λj elementos de Ω e {X1, X2, . . .Xn} uma base de g.
Temos então
n∑
k=1
(
N∑
i=1
wi(Xk)ai
)
⊗ Xˆk =
n∑
k=1
(
M∑
j=1
λj(Xk)bj
)
⊗ Xˆk,
logo
N∑
i=1
wi(Xk)ai =
M∑
j=1
λj(Xk)bj .
Disto
τ1(
N∑
i=1
ai ⊗ wi) =
N∑
i=1
τ(ai)wi =
N∑
i=1
τ(ai)
n∑
k=1
wi(Xk)Xˆk
=
n∑
k=1
τ(
N∑
i=1
wi(Xk)ai)Xˆk =
n∑
k=1
τ(
M∑
j=1
λj(Xk)bj)Xˆk
=
M∑
j=1
τ(bj)
n∑
k=1
λj(Xk)Xˆk =
M∑
j=1
τ(bj)λj
= τ1(
M∑
j=1
bj ⊗ λj).
Provamos assim que τ1 está bem denido, mas deorre da observação anterior
a este lema que isto basta para que τk esteja bem denida.
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Observemos agora que o sinal é alterado a ada permutação de elementos on-
seutivos em τk(a1 ⊗ w1, . . . , ak ⊗ wk), de fato
τk(a1 ⊗ w1, . . . , ai ⊗ wi, ai+1 ⊗ wi+1, . . . ak ⊗ wk)
= τ(a1 . . . aiai+1 . . . ak)w1 ∧ . . . ∧ wi−1 ∧ wi ∧ wi+1 . . . wk
= τ(a1 . . . ai−1ai+1aiai+2 . . . ak)w1 ∧ . . . ∧ wi−1 ∧ wi ∧ wi+1 ∧ . . . wk
= (−1)gr(wi)gr(wi+1)τ(a1 . . . ai−1ai+1aiai+2 . . . ak)w1 . . . wi−1 ∧ wi+1 ∧ wi ∧ wi+2 . . . wk
= (−1)gr(wi)gr(wi+1)τk(a1 ⊗ w1, . . .
. . . , ai−1 ⊗ wi−1, ai+1 ⊗ wi+1, ai ⊗ wi, ai+2 ⊗ wi+2, . . . ak ⊗ wk).
Além disso, dado a ∈ A∞ e B = b⊗ w ∈ Ω, vale τ1(aB) = τ1(Ba), já que
τ1(aB) = τ1(a(b⊗ w)) = τ1((ab)⊗ w) = τ(ab)w
= τ(ba)w = τ1(ba⊗ w) = τ1(b⊗ wa) = τ1(Ba).

Além de τk estar bem denido um fato bastante importante é o de que
τ(δ(a)) = 0 , ∀a ∈ A∞,
pois dado a ∈ A∞ e X ∈ g om g′0 = X , pela ontinuidade e pela G-invariânia de
τ temos:
τ(δX(a)) = τ
(
lim
t→0
αgt(a)− a
t
)
= lim
t→0
τ(αgt(a))− τ(a)
t
= 0 (1.1)
Desta igualdade deorre
τ1 ◦ d = d ◦ τ1 (1.2)
pois
d(τ1(a⊗ w)) = d(τ(a)w) = τ(a)dw
e
τ1(d(a⊗ w)) = τ1(δ(a)w + adw) = τ(δ(a))w + τ(a)dw = τ(a)dw.
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Outro fato que será utilizado na proposição que segue é o de que o aminho
(homotopia) entre duas urvaturas dada pela urva
Θ : [0, 1] → A∞ ⊗ Λ2
t 7→ Θt = Θ0 + p(d(tΓ) + tΓ ∧ tΓ)p
vide a Proposição 1.6, é difereniável em relação a t, observando que esta é a
derivação usual de uma urva no espaço de Fréhet A∞ ⊗ Λ2.
Além disso,
d
dt
Θt = 0 + p(d(Γ) + Γ ∧ tΓ + tΓ ∧ Γ)p e τ1 é um traço graduado,
omo vimos no Lema 1.9, logo
τ1(
d
dt
Θt) = τ1(pdΓp).
Como Γ ∈ pMn(A
∞)p, então d(τ1(Γ)) = d(τ1(pΓp)). Assim por (1.2) temos
d(τ1(Γ)) = d(τ1(pΓp)) = τ1(d(pΓp)) = τ1(dpΓp+ pdΓp− pΓdp).
Utilizando o fato de pdpp = 0, visto no Lema 1.7, o nal da demonstração do Lema
1.9 nos leva a onluir que
d(τ1(Γ)) = τ1(pdΓp) + τ1(dpΓp)− τ1(pΓdp) = τ1(pdΓp) + τ1(pdpΓ)− τ1(Γdpp)
= τ1(pdΓp) + τ1(pdppΓ)− τ1(Γpdpp) = τ1(pdΓp).
Portanto
τ1(
d
dt
Θt) = d(τ1(Γ)).
Com as informações que temos até aqui podemos enm enuniar e demonstrar
o teorema a seguir que é essenial na denição do aráter de Chern-Connes.
Proposição 1.10 Com as notações denidas até o momento podemos armar que
a forma diferenial τk(Θ,Θ, . . . ,Θ) ∈ Λ
2kg∗ é fehada e sua lasse de ohomologia
independe da onexão esolhida em M∞.
Demonstração: Como provaremos, a seguir, que a forma τk(Θ,Θ, . . . ,Θ) inde-
pende da onexão tomada, basta veriarmos, a prinípio, que τk(Θ0,Θ0, . . . ,Θ0) é
uma forma fehada, ou seja, d(τk(Θ0,Θ0, . . . ,Θ0)) = 0.
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Da equação 1.5 e das observações feitas após a denição de τk, respetivamente,
temos
τk(Θ0,Θ0, . . . ,Θ0) = τk(pdp ∧ dp, . . . , pdp ∧ dp) = τ(p
k)dp ∧ dp ∧ . . . ∧ dp ∧ dp
= τ(p)(dp ∧ dp)k = τ1(p(dp ∧ dp)
k).
Vimos também, equação (1.2), que τ1 ◦ d = d ◦ τ1, então
d(τk(Θ0,Θ0, . . . ,Θ0)) = d(τ1(pdp
2k)) = τ1(d(pdp
2k))
= τ1(dp ∧ dp
2k) = τ1(dp
2k+1) = 0,
isto porque pelo nal da demonstração do lema 1.9 temos
τ1(dp
2k+1) = τ1((2p− 1)
2dp2k+1)
= τ1((2p− 1)dp
2k+1(2p− 1))
e pelo Lema 1.7 podemos onluir que
τ1(dp
2k+1) = −τ1(−(2p− 1)dp
2k+1(2p− 1))
= −τ1(−(−1)
2k+1(2p− 1)2dp2k+1)
= −τ1(dp
2k+1).
Resta portanto provar que τk(Θ,Θ, . . . ,Θ) independe da onexão tomada, ou o
que tem o mesmo efeito e que será demonstrado a seguir, que
τk(Θ,Θ, . . . ,Θ)− τk(Θ0,Θ0, . . . ,Θ0)
é uma forma exata.
Lembrando que dada uma onexão ∇ qualquer temos ∇ = ∇0 + Γ, omo visto
no lema 1.3, assim tomemos ∇t = ∇
0 + tΓ, para t ∈ [0, 1], um aminho entre ∇ e
∇0 uja urvatura será simbolizada por Θt.
Utilizando Θt = Θ0 + p(d(tΓ) + tΓ ∧ tΓ)p ∈ Ω
2
omo visto na Proposição 1.6 e
também as observações feitas antes do enuniado deste teorema temos
d
dt
τk(Θt, . . . ,Θt) =
k−1∑
i=0
τk(Θt, . . . ,Θt︸ ︷︷ ︸
i
,
d
dt
Θt,Θt, . . . ,Θt︸ ︷︷ ︸
k−i−1
) = kτk(
d
dt
Θt,Θt, . . . ,Θt)
= kτk(pd(Γ)p,Θt, . . . ,Θt) = d(kτk(Γ,Θt, . . . ,Θt)).
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Como τk(Θ,Θ, . . . ,Θ)− τk(Θ0,Θ0, . . . ,Θ0) =
∫ 1
0
d
dt
τk(Θt, . . . ,Θt) dt, omo esta
integração é um limite de somas e portanto omuta om d e também do fato de
d
dt
τk(Θt, . . . ,Θt) = d(kτk(Γ,Θt, . . . ,Θt)), podemos onluir que esta forma fehada
independe da onexão tomada em M∞.

Cabe observar ainda que dadas duas projeções p e q em P∞(A∞) equivalentes,
isto é, [p]0 = [q]0 ∈ K0(A) temos [τk(Θ0, . . . ,Θ0)] = [τk(θ0, . . . , θ0)], sendo Θ0 e θ0
as urvaturas das onexões de Levi-Civita assoiadas as projeções p e q, respetiva-
mente, e [ . ] denotando a lasse de ohomologia das formas invariantes à esquerda
do grupo de Lie G.
Note que τ
((
a 0
0 0
))
= τ(a), para qualquer a ∈ A, já que por abuso de
notação τ
((
a 0
0 0
))
= τ◦Tr
((
a 0
0 0
))
, onde Tr é o traço usual das matrizes.
Se p ∼0 q, por 5.2.12 de [WO℄, sabemos que
(
p 0
0 0
)
∼h
(
q 0
0 0
)
, onde ∼h
signia que estas matrizes são homotópias por aminho. Portanto podemos tomar
para ada t ∈ [0, 1] a urvatura Θt = ptdpt ∧ dpt om Θ0 a própria Θ0 e Θ1 = θ0.
Como visto nas observações feitas antes da Proposição 1.10 sabemos que existe
d
dt
θt, que denotaremos apenas por θ
′
. Para θt = ptdpt∧dpt; onde pt é uma homotopia
que, omo no Lema 4 de [F℄, podemos supor derivável em relação a variável t; temos
θ′ = p′dp ∧ dpp+ p(dp′ ∧ dp+ dp ∧ dp′) + pdp ∧ dpp′ = p′θ + θp′ + pd(p′dp− dpp′)p.
Note que estamos omitindo o índie t para simpliar a notação e também que
estamos denotando por p′ a derivação de pt em relação a t.
Assim omo para a Proposição 1.10, podemos utilizar o Lema 1.7 para provar
que pp′p = 0, logo θp′ = p′θ = 0, e ainda p omuta om p′dp e dpp′ e portanto
pd(p′dp− dpp′)p = pd(p(p′dp− dpp′))p. Assim
θ′ = p′θ + θp′ + pd(p′dp− dpp′)p = pd(p′dp− dpp′)p.
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Utilizando agora o fato de que pd(θ)p = 0, análogo ao visto após o Lema 1.7, e
também que τ1(
d
dt
(θk)) = kτ1(θ
′θk−1), assim omo utilizado no nal da demonstração
anterior, temos
d
dt
τk(Θt, . . . ,Θt) = kτ1(θ
′θk−1) = kτ1(pd(p′dp− dpp′)pθk−1)
= kτ1(pd((p
′dp− dpp′)θk−1)p) = d(kτ1(p(p′dp− dpp′)θk−1)).
Como τk(Θ,Θ, . . . ,Θ)− τk(Θ0,Θ0, . . . ,Θ0) =
∫ 1
0
d
dt
τk(Θt, . . . ,Θt) dt e
d
dt
τk(Θt, . . . ,Θt) = d(kτ1(p(p
′dp− dpp′)θk−1)),
então τk(Θ,Θ, . . . ,Θ)− τk(Θ0,Θ0, . . . ,Θ0) é exata e portanto
[τk(Θ0, . . . ,Θ0)] = [τk(θ0, . . . , θ0)]
omo queríamos.
A Proposição 1.10 e a observação aima nos permitem denir, omo feito na
geometria diferenial, o aráter de Chern
Chτ ([p]0) =
[ ∞∑
k=0
(
1
2πi
)k
1
k!
τk(Θ, . . . ,Θ)
]
,
que pelo Lema 1.7 e pela proposição anterior também pode ser denido omo
Chτ ([p]0) =
[ ∞∑
k=0
(
1
2πi
)k
1
k!
τk(Θ0, . . . ,Θ0)
]
=
[ ∞∑
k=0
(
1
2πi
)k
1
k!
τk(pdp ∧ dp, . . . , pdp ∧ dp)
]
=
[ ∞∑
k=0
(
1
2πi
)k
1
k!
τ1(p(dp ∧ dp)
k)
]
∈ H∗C(g).
Note que G e g têm dimensão nita, logo H∗
C
(g) = 0, para ∗ maior que a dimensão
de g e portanto qualquer das somas aima é nita.
Podemos melhorar um pouo mais esta denição lembrando que o anel de o-
homologia de uma álgebra de Lie é isomorfo ao anel de ohomologia das formas
invariantes de seu grupo de Lie, isto é, H∗(g) ≃ H∗(G), vide 10.1.6 de [L℄. Além
disso, a soma aima é sempre nita logo Chτ ([p]0) ∈ H
par(G).
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Provemos agora que em ada lasse de equivalênia da equação aima o repre-
sentante obtido pela projeção p é na verdade uma forma real.
Lema 1.11 Dada p ∈ Mn(A
∞) projeção, então 1
(2pii)k
τk(p(dp ∧ dp)
k) é um forma
real, ou seja, Chτ ([p]0) ∈ H
par
R
(G).
Demonstração: Em primeiro lugar vamos mostrar que dado da ∧ db ∈ A∞ ⊗ Ω2,
temos (da ∧ db)∗ = −(db∗ ∧ da∗).
De fato, dados X, Y ∈ g e lembrando por A.4 que δ é uma representação, temos
(da ∧ db)∗(X, Y ) = ((da ∧ db)(X, Y ))∗ = (δX(a)δY (b)− δY (a)δX(b))∗
= δY (b
∗)δX(a∗)− δX(b∗)δY (a∗) = −(δX(b∗)δY (a∗)− δY (b∗)δX(a∗))
= −(db∗ ∧ da∗)(X, Y ).
Portanto
τ1(p(dp ∧ dp)k) = τ1((p(dp∧ dp)
k)∗) = τ1((−1)
k(dp∧ dp)kp) = (−1)kτ1(p(dp∧ dp)
k),
ou seja,
1
(2pii)k
τ1(p(dp ∧ dp)
k) ∈ R.

Com isto podemos enm denir o aráter de Chern-Connes para o aso par.
Denição 1.12 Com as notações que apresentamos até o momento o aráter de
Chern-Connes é o homomorsmo Chτ : K0(A)→ H
par
R
(G), dado por
Chτ ([p]0) =
[ ∞∑
k=0
(
1
2πi
)k
1
k!
τk(Θ, . . . ,Θ)
]
=
[ ∞∑
k=0
(
1
2πi
)k
1
k!
τk(Θ0, . . . ,Θ0)
]
=
[ ∞∑
k=0
(
1
2πi
)k
1
k!
τ1(p(dp ∧ dp)
k)
]
.
É onveniente lembrar que as somas da denição aima são nitas, já que se
anulam para os valores em que 2k é maior do que a dimensão do grupo G e esta é
nita.
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1.2 A extensão para K1(A): o aso ímpar
Nosso objetivo nesta seção é o de mostrar que se na denição do aráter de
Chern-Connes, dada na seção anterior, troarmos o C
∗
-sistema dinâmio (A,G, α)
pelo também C
∗
-sistema dinâmio (A ⊗ C(S1), G × S1, α′), om a ação α′ dada
por α′(g,h)(x ⊗ f) = αg(x) ⊗ fh onde fh(t) = f(t − h), estenderemos Chτ para
chτ : K0(A)⊕K1(A)→ H
∗
R
(G).
Observação 1.13 Como vimos em B.25 um resultado lássio de K-teoria, que
também pode ser visto om mais detalhes em 8.B de [WO℄ e 9.4.1 de [B℄, é o de que
a partir da seqüênia exata indida
0 −→ SA −→ C(S1, A) −→ A −→ 0
obtemos
K0(C(S
1, A)) = K0(A)⊕K0(SA) ≃ K0(A)⊕K1(A)
e omo C(S1)⊗ A ≃ C(S1, A), temos
K0(C(S
1)⊗A) ≃ K0(A)⊕K1(A).
Observação 1.14 Da mesma forma, pela fórmula de Künneth para o produto de
ohomologias, vide exemplo 3B.3 de [H1℄, temos Hk(G× S1) ≃ Hk(G)⊕Hk−1(G),
isomorsmo este dado por
Hk(G)⊕Hk−1(G) → Hk(G× S1)
(a, b) 7→ π∗1(a) + π
∗
1(b) ∧ dθ
,
ressaltando que π∗1 é o pull-bak da projeção π1 : G× S
1 → G.
Com isto, temos H2k(G× S1) ≃ H2k(G)⊕H2k−1(G) e omo Hk(G) = 0, para
k < 0, então
Hpar(G× S1) ≃ H∗(G).
Levando-se em onta os isomorsmos dados pela Observação 1.13 e pela Ob-
servação 1.14, ao efetuarmos a mudança do C
∗
-sistema dinâmio (A,G, α) pelo
(A⊗ C(S1), G× S1, α′) na Denição 1.12, teremos
chτ : K0(A)⊕K1(A) ≃ K0(A⊗ C(S
1))→ Hpar(G× S1) ≃ H∗(G).
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Note que chτ restrito a K0(A) é exatamente Chτ : K0(A)→ H
par(G). Por este
motivo iremos daqui para a frente nos preoupar om o que aontee no aso ímpar,
isto é, om o que aontee om chτ quando alulado nas lasses de unitários [u]1
de K1(A).
Seja [u]1 uma lasse de equivalênia em K1(A) e portanto u ∈ Un(A), para
algum n ∈ N. Utilizando o isomorsmo θA entre K1(A) e K0(SA), omo pode ser
visto em B.21 ou também em 7.2.5 de [WO℄, sabemos que [u]1 ∈ K1(A), de dimensão
n ∈ N, é levado em [p]0 − [pn]0, om p e pn projeções em P2n(SA)
4
dadas por
pn =
(
1n 0
0 0n
)
e p : [0, 2π] ∋ θ 7→ pθ, om pθ = wθpnw
∗
θ para
wθ =
(
u 0
0 1n
)(
cos( θ
4
) −sen( θ
4
)
sen( θ
4
) cos( θ
4
)
)(
u∗ 0
0 1n
)(
cos( θ
4
) sen( θ
4
)
−sen( θ
4
) cos( θ
4
)
)
,
efetuando-se as multipliaçõesmatriiais e utilizando algumas simpliações trigonométri-
as, temos em suma
pθ =
(
1n −
sen2(θ/2)
4
(1− u)(1− u∗) (u− 1) sen(θ/2)
2
[
cos2
(
θ
4
)
+ usen2
(
θ
4
)]
(u∗ − 1) sen(θ/2)
2
[
cos2
(
θ
4
)
+ u∗sen2
(
θ
4
)] sen2(θ/2)
4
(1− u)(1− u∗)
)
.
Assim através destes isomorsmos, ou melhor, através da Observação 1.13 e da
Observação 1.14 temos para u, p e pn, omo aima,
chτ : K1(A) →֒ K0(C(S
1)⊗A)→ Hpar(G× S1) ≃ H∗(G)
[u]1 7→ [p]0 − [pn]0 7→ Chτ ([p]0 − [pn]0).
E portanto para [u]1 ∈ K1(A) temos
chτ ([u1]) = Chτ ([p]0 − [pn]0) ∈ H
∗(G).
4
Estamos utilizando aqui SA visto omo {f ∈ C([0, 2pi], A) : f(0) = f(2pi) = 0}.
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Capítulo 2
O aráter de Chern-Connes de
Ψ0cl(S
1)
Neste apítulo expliitaremos o aráter de Chern-Connes, mais preisamente
a matriz da transformação dada por este homomorsmo, denido em [C1℄ e apre-
sentado em detalhes no apítulo anterior, no aso em que o C
∗
-sistema dinâmio
em questão é (Ψ0cl(S
1), S1, α), onde a ação α é a de onjugação pela translação no
grupo de Lie S1 e Ψ0cl(S
1) é a C∗-álgebra gerada pelos operadores pseudodifereniais
lássios de ordem zero na variedade S1.
Cabe ressaltar que a ação α tomada é de lasse C∞ em Ψ0cl(S
1) e portanto
ontínua em seu feho, isto é, ontínua em Ψ0cl(S
1). Além disso, Ψ0cl(S
1) é invariante
pelo álulo funional holomorfo e portanto podemos tomar a álgebra A∞ utilizada
na denição do aráter de Chern-Connes omo sendo Ψ0cl(S
1), ou seja, estamos de
fato alulando o aráter de Chern-Connes para a álgebra dos operadores pseudo-
difereniais lássios de ordem zero de S1.
Como visto no apítulo anterior, para alularmos o homomorsmo de Chern-
Connes preisamos antes onheer os grupos de K-teoria da C
∗
-álgebra Ψ0cl(S
1) e
seus geradores e para isto utilizaremos alguns resultados lássios de "Comparison
Algebras" que podem ser vistos em VI.2 de [Co℄ ou em [M2℄ e mais espeiamente,
neste aso em que a variedade é S1, pode-se onsultar também [M1℄.
Um destes resultados é o de que Ψ0cl(S
1) é isomorfa a C∗-álgebra A que denire-
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mos a seguir. Mas para tal lembremos que a(Dθ) = F
−1
d MaFd, ondeMa é o operador
de multipliação pela seqüênia (ai) ∈ CS(Z), Fd designa a transformada de Fourier
disreta, isto é, Fd : L
2(S1) → l2(Z), onde (Fdu)j =
1√
2pi
∫ pi
−pi u˜(θ)e
−ijθdθ, j ∈ Z e
u˜(θ) = u(eiθ) e CS(Z) = {(ai)i∈Z : lim
i→∞
ai = a(∞) e lim
i→−∞
ai = a(−∞) existem}.
Denição 2.1 Denotaremos por A a C∗-subalgebra de L(L2(S1)), operadores li-
mitados de L2(S1), gerada por A1 e A2, om A1 = {Ma : a ∈ C
∞(S1)} e A2 =
{b(Dθ) : b ∈ CS(Z)}.
Um fato bastante onheido e que pode ser visto em [M2℄ é o de que K ⊂ A e
que a sequênia
0 −→ K −→ A
pi
−→ A/K −→ 0 (2.1)
é exata. E ainda, pelo Teorema 2 de [M2℄ e seu orolário, sabemos que existe um
isomorsmo ϕ entre o quoiente A/K e C(S∗S1)
ψ
≃ C(S1×{−∞,+∞}). Como dito
anteriormente isto é uma onseqüênia de um resultado mais geral sobre "Compa-
rison Algebras" que pode ser visto em VI.2 de [Co℄.
Ao ompormos ϕ om π, obtemos o isomorsmo σ = ϕ ◦ π onheido omo
símbolo prinipal. E nalmente, ompondo σ om ψ obtemos um isomorsmo que
transforma os geradores da seguinte maneira,
ψ ◦ σ([Ma]) = ψ([σMa ]K) = (a, a) , para a ∈ C
∞(S1) e (2.2)
ψ ◦ σ([b(Dθ)]) = ψ([σb(Dθ)]K) = (b(−∞), b(∞)) , para (bj) ∈ CS(Z). (2.3)
Pela periodiidade de Bott, vide B.22, a partir de uma seqüênia exata urta
obtemos a seqüênia exata de seis termos da K-teoria omplexa, omo pode ser visto
em B.23. E em nosso aso, isto é, para a seqüênia (2.1), obtemos a seqüênia exata
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ília dada por
K0(K) // K0(A) // K0(A/K)
δ0

K1(A/K)
δ1
OO
K1(A)oo K1(K)oo
.
(2.4)
Como pode ser visto em B.15 ou também na tabela de grupos de K-teoria que
onsta ao nal de [RLL℄ temos
K0(K) = Z e K1(K) = 0
e omo A/K ≃ C(S1 × {−∞,+∞}), por B.24 temos portanto
K0(A/K) ≃ K0(C(S
1 × {−∞,+∞})) = Z⊕ Z e
K1(A/K) ≃ K1(C(S
1 × {−∞,+∞})) = Z⊕ Z.
Quando K aparee na seqüênia exata urta, omo em nosso exemplo 2.1, a
apliação δ1 : K1(A/K) → K0(K) = Z é o índie de Fredholm, vide 8.3.2 de [B℄
ou os omentários após B.19. E, além disso, neste aso partiular δ1 é sobrejetora,
omo mostra o seguinte lema.
Lema 2.2 A apliação do índie δ1 : K1(A/K)→ K0(K) é sobrejetora.
Demonstração: Tomemos o operador B ∈ A, dado por
Bu(z) =
∑
j∈Z
zjbj(z)uˆj , onde bj(z) =
{
1 , se j > 0
z , se j < 0
.
Lembrando que A é gerada por A1 e A2, omo na Denição 2.1, podemos
mostrar que o operador B está de fato em A, pois B = Ma(I − H(Dθ)) + H(Dθ)
para a(z) = z e H(j) =
{
1 , se j > 0
0 , se j < 0
.
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Assim, FdBF
−1
d (uj)j∈Z |k=

uk−1 , se k < 0
u0 + u−1 , se k = 0
uk , se k > 0
, ou seja,
δ1([[B]K]1) = ind([B]K) = dim(kerB)− codim(ImB) = 1− 0 = 1
e portanto existe um operador que é levado no gerador do grupo K0(K), logo a
apliação δ1 é sobrejetora.

Com base nestas informações, isto é, nas equações (2.2) e (2.3) e no lema ante-
rior, o diagrama (2.4) pode ser entendido omo
Z
0 // K0(A) // Z⊕ Z
δ0

Z⊕ Z
δ1
OO
K1(A)oo 0oo
.
Denotaremos por (f, g) a função de C(S1 × {−∞,∞}) em que f ∈ C(S1) está
sobre S1×{−∞} e g ∈ C(S1) sobre S1×{∞} e também, omo em B.24, designamos
por z, 0 e 1, respetivamente, as funções dadas por z(z) = z, 0(z) = 0 e 1(z) = 1,
para todo z ∈ S1.
Pela seqüênia exata ília aima temos portanto que
K0(A) ≃ K0(A/K) ≃ K0(C(S
∗S1)) = [(1, 0)]0Z⊕ [(0, 1)]0Z.
Mais preisamente, pelo Lema 2.2 temos σH(Dθ) = (1, 0), logo
K0(A) = [[H(Dθ)]K]0Z⊕ [[I −H(Dθ)]K]0Z.
E também, omo δ1([(1, 1)]) = 0 e K1(A) ≃ kerδ1, temos
K1(A) = [[z]K]1Z,
já que σz = (1, 1).
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Utilizando os grupos de K-teoria que aabamos de alular e o fato, bastante
onheido, de que H∗
R
(S1) = H0
R
(S1)⊕H1
R
(S1) = R⊕R, o árater de Chern-Connes,
para nosso C
∗
-sistema dinâmio (Ψ0cl(S
1) ≃ A, S1, α), é dado partiularmente por
chτ : [[H(Dθ)]K]0Z⊕ [[I −H(Dθ)]K]0Z⊕ [[z]K]1Z→ R⊕ R.
Como para k > 2 temos Hk(S1) = 0, neste nosso exemplo o aso par, isto é, em
K0(A) o aráter de Chern-Connes se resume a parela do somatório em que k = 0.
Portanto dada uma projeção p de A a denição
Chτ ([p]0) =
∞∑
k=0
1
(2πi)kk!
τk(p(dp)
2k),
se resume simplesmente a Chτ ([p]0) =
0∑
k=0
1
(2pii)kk!
τk(p(dp)
2k) = τ(p).
Já o aso ímpar, isto é, o aráter de Chern-Connes alulado em K1(A) também
não se anula apenas para a parela do somatório em que k = 1. Por isto, dado um
unitário u de A, vamos provar que chτ (u) =
1
2pii
τ(u∗δ(u)) e posteriormente alular
este valor.
Na verdade o que vamos provar agora é um resultado mais geral que vale para
qualquer grupo a um parâmetro, omo armado e não demonstrado no aso parti-
ular (a) de [C1℄, por isso não faremos referênias explíitas ao nosso exemplo parti-
ular para provar que dado um unitário u da álgebra temos chτ ([u]1) =
1
2ipi
τ(u∗δ(u))
desde que o grupo em questão seja a um parâmetro.
Na disussão feita na segunda seção do apítulo anterior vimos que
chτ ([u]1) = Chτ ([p]0 − [pn]0),
onde Chτ ([p]0 − [pn]0) é o aráter de Chern-Connes omo dado na Denição 1.12.
Antes de omeçarmos os álulos faremos as seguintes observações.
Observação 2.3 O primeiro termo do somatório de Chτ ([p]0 − [pn]0) é nulo. De
fato, para k = 0 temos τ0(p− pn) = τ(p− pn) que por abuso de notação representa
τ ◦ Tr(p− pn) e omo
p−pn =
(
−sen
2(θ/2)
4
(1− u)(1− u∗) (u− 1) sen(θ/2)
2
[
cos2
(
θ
4
)
+ usen2
(
θ
4
)]
(u∗ − 1) sen(θ/2)
2
[
cos2
(
θ
4
)
+ u∗sen2
(
θ
4
)]
sen2(θ/2)
4
(1− u)(1− u∗)
)
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temos portanto
τ ◦ Tr(p− pn) = τ(Tr(p− pn)) = 0.
Além disso, para k > 2 sabemos que Hk(G) = 0 e omo dpn = 0 temos apenas
chτ ([u]1) = Chτ ([p]0 − [pn]0) = 0 + τ1(pdp ∧ dp) + 0.
Para a observação que faremos abaixo estamos utilizando os seguintes fatos
dp(X, 0) = δ(X,0)(p) : S
1 ∋ θ 7→ δX(pθ)
e
dp(0, dθ) = δ(0,dθ)(p)S
1 ∋ θ 7→
∂p
∂θ
.
Além disso, abe ressaltar que S1, aqui parametrizado por S1 = {eiθ : θ ∈ R}, não
é nosso exemplo partiular e sim S1 da denição do aráter de Chern-Connes visto
na segunda seção do apítulo anterior.
Observação 2.4 Utilizando o isomorsmo H2(G × S1) ≃ H2(G) ⊕ H1(G), omo
na Observação 1.14, e o fato de que H2(G) = 0 temos H2(G × S1) ≃ H1(G) e
através disto podemos onluir que τ1(pdp ∧ dp) apresenta o termo dθ. Em outras
palavras, de todas as possibilidades para se alular dp∧ dp em ombinações do tipo
(X, dθ) ∈ g× s1, temos
dp ∧ dp((X, 0), (X, 0)) = δX(p)δX(p)− δX(p)δX(p) = 0
e
dp ∧ dp((0, dθ), (0, dθ)) =
∂p
∂θ
∂p
∂θ
−
∂p
∂θ
∂p
∂θ
= 0.
Assim basta alularmos pdp ∧ dp((X, 0), (0, dθ)), isto é,
pdp ∧ dp((X, 0), (0, dθ)) = p
(
δX(p)
∂p
∂θ
−
∂p
∂θ
δX(p)
)
.
Como
pθ =
(
1n −
sen2(θ/2)
4
(1− u)(1− u∗) (u− 1) sen(θ/2)
2
[
cos2
(
θ
4
)
+ usen2
(
θ
4
)]
(u∗ − 1) sen(θ/2)
2
[
cos2
(
θ
4
)
+ u∗sen2
(
θ
4
)] sen2(θ/2)
4
(1− u)(1− u∗)
)
temos δX(p) =
(
δX(p)11 δX(p)12
δX(p)21 δX(p)22
)
, om
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• δX(p)11 =
sen2(θ/2)
4
(δ(u) + δ(u∗)),
• δX(p)12 =
sen(θ/2)
2
[
cos2
(
θ
4
)
δ(u) + sen2
(
θ
4
)
(δ(u)u+ uδ(u))
]
,
• δX(p)21 =
sen(θ/2)
2
[
cos2
(
θ
4
)
δ(u∗) + sen2
(
θ
4
)
(δ(u∗)u∗ + u∗δ(u∗))
]
e
• δX(p)22 = −δX(p)11 = −
sen2(θ/2)
4
(δ(u) + δ(u∗)).
E
∂p
∂θ
=
(
∂p
∂θ 11
∂p
∂θ 12
∂p
∂θ 21
∂p
∂θ 22
)
, onde
• ∂p
∂θ 11
= −sen(θ)
8
(1− u)(1− u∗),
• ∂p
∂θ 22
= −∂p
∂θ 11
= sen(θ)
8
(1− u)(1− u∗),
• ∂p
∂θ 12
= (u−1) cos(θ/2)
4
[
cos2
(
θ
4
)
+ usen2
(
θ
4
)]
+(u−1) sen(θ/2)
2
[−1
4
sen
(
θ
2
)
+ u1
4
sen
(
θ
2
)]
e
• ∂p
∂θ 21
= ∂p
∂θ
∗
12
.
Sendo assim, pdp ∧ dp = p
(
δX(p)
∂p
∂θ
− ∂p
∂θ
δX(p)
)
=
p
[(
δX(p)11 δX(p)12
δX(p)21 δX(p)22
)(
∂p
∂θ 11
∂p
∂θ 12
∂p
∂θ 21
∂p
∂θ 22
)
+
(
∂p
∂θ 11
∂p
∂θ 12
∂p
∂θ 21
∂p
∂θ 22
)(
δX(p)11 δX(p)12
δX(p)21 δX(p)22
)]
após feitas as devidas multipliações, que em nosso aso foram omputadas om o
auxílio de um programa omputaional matemátio e posteriormente onferidas
1
,
tomando-se o traço Tr(pdp ∧ dp) obtemos um somatório em que todos os termos,
exeto u∗δ(u), podem ser esritos na forma δ(um), para algum m inteiro. E omo
τ ◦ δ = 0, vide as expliações dadas para a equação (1.1), temos portanto
τ(pdp ∧ dp) = τ(Tr(pdp ∧ dp)) = τ(u∗δu). (2.5)
Voltando agora ao nosso C
∗
-sistema dinâmio (Ψ0cl(S
1), S1, α) tomemos o traço
τ = τK ◦ ψ ◦ σ, onde as apliações σ e ψ são as dadas pelas equações (2.2) e (2.3) e
1
Como esses álulos são muito extensos não os apresentamos neste texto, mas aqueles que
desejarem vê-los podem onsultá-los na página virtual ujo endereço é www.ime.usp.br/∼dpdias .
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τK é o traço de C(S1×{−∞,∞}) ≃ A/K dado pela ombinação linear das integrais
sobre ada uma das ópias de S1, isto é, S1 × {−∞} e S1 × {∞}.
Simboliamente temos
τ(a) =
c1
2π
∫
S1
σa(z,∞)dz +
c2
2π
∫
S1
σa(z,−∞) dz, a ∈ A.
Este traço, assim denido, é um funional linear ontínuo e invariante pela ação
de translação α, mas para que τ(a∗) = τ(a), omo na Denição 1.8, é neessário que
c1 e c2 sejam números reais.
Só nos resta então alular o traço dado em ada um dos geradores do grupo,
a m de obter a matriz da transformação dada pelo aráter de Chern-Connes. Por-
tanto, para c1 e c2 em R, temos
τ([[H(Dθ)]K]0) =
c1
2π
∫
S1
σH(Dθ)(z,∞)dz +
c2
2π
∫
S1
σH(Dθ)(z,−∞) dz = c1.
De forma análoga τ([[I − h(Dθ)]K]0) = c2 e
τ(z−1d(z)) =
c1
2π
∫
S1
σz(z,∞)dz +
c2
2π
∫
S1
σz(z,−∞) dz = 0.
Unindo-se as informações aima podemos armar que a matriz da transformação
dada pelo homomorsmo de Chern-Connes para o C
∗
-sistema dinâmio (Ψ0cl(S
1), S1, α)
dado por
chτ : [[H(Dθ)]K]0Z⊕ [[I −H(Dθ)]K]0Z⊕ [[z]K]1Z→ R⊕ R
é (
c1 c2 0
0 0 0
)
.
Isto pois
τ([[H(Dθ)]K]0) =
(
c1 c2 0
0 0 0
)
1
0
0
 =
(
c1
0
)
,
τ([[I −H(Dθ)]K]0) =
(
c1 c2 0
0 0 0
)
0
1
0
 =
(
c2
0
)
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eτ([z]1) =
(
c1 c2 0
0 0 0
)
0
0
1
 =
(
0
0
)
.
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Capítulo 3
O aráter de Chern-Connes de
Ψ0cl(S
2)
Nosso objetivo neste apítulo é o de alular o aráter de Chern-Connes, as-
sim omo no apítulo anterior, porém agora para (Ψ0cl(S
2), SO(3), α), o C∗-sistema
dinâmio onde Ψ0cl(S
2), que será denotada por A, é a C∗-álgebra gerada pelos ope-
radores pseudodifereniais lássios de ordem zero da esfera e a ação α é a de on-
jugação pela translação no grupo de Lie SO(3), em outra palavras, a ação α leva
g ∈ SO(3) em TgAT
−1
g , om Tgu(x) = u(g
−1x), para u ∈ L2(S2).
Novamente a ação α é ontínua, pois é de lasse C∞ em Ψ0cl(S
2), omo pode ser
visto em [CM℄, e portanto ontínua em Ψ0cl(S
2). E repetindo o raioínio do iníio
da apítulo dois temos Ψ0cl(S
2) também invariante pelo álulo funional holomorfo ,
ou seja, podemos pensar em Ψ0cl(S
2) omo sendo a álgebra A∞ do primeiro apítulo
e portanto podemos armar que estamos de fato alulando o aráter de Chern-
Connes da álgebra dos operadores pseudodifereniais lássios de ordem zero da
variedade S2.
Para enontrarmos tal homomorsmo preisamos antes saber quais são os gru-
pos de K-Teoria desta C
∗
-álgebra e assim omo feito anteriormente, em (2.1), pode-
mos utilizar a seqüênia exata
0 −→ K −→ A
pi
−→ A/K −→ 0 (3.1)
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e novamente, omo onseqüênia dos resultados de "Comparison Algebras" obtidos
por Cordes em VI.2 de [Co℄, temos para este aso A/K ≃ C(S∗S2) ≃ C(SS2).
A m de enontrar os grupos de K-teoria de A, preisaremos saber de antemão
quais são os grupos de K-teoria das funções ontínuas sobre o brado das esferas
ou das oesferas de S2, já que estes são homeomorfos. A seção a seguir se dedia
a estes álulos, isto é, ao álulo dos grupos de K-teoria de C(SS2) e também de
seus geradores.
3.1 A K-teoria do brado das esferas da esfera
A seqüênia de Mayer-Vietoris é uma ferramenta bastante onheida e utilizada
da Topologia Algébria e este resultado pode ser estendido para qualquer Teoria de
(o)homologia. A idéia básia, omo pode ser visto na seção 7.2 de [MS1℄, é a de
que a partir de um espaço X Hausdor e ompato que é a união de dois subespaços
ompatos que possuem uma erta inteseção, omo representado no diagrama
X X1oo
X2
OO
X1 ∩X2
OO
oo
onde as apliações em questão são injetoras, podemos obter por dualidade o seguinte
diagrama
C(X)

// C(X1)

C(X2) // C(X1 ∩X2)
onde as apliações nada mais são do que restrições e om isto podemos mostrar que
C(X) ≃ {(a1, a2) ∈ C(X1)⊕ C(X2) : a1|X1∩X2 = a2|X1∩X2}.
Com base nestas idéias enuniamos o Teorema a seguir uja demonstração pode
ser enontrada em 7.2.1 de [MS1℄.
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Teorema 3.1 Dado o diagrama omutativo de C
∗
-álgebras om unidade
A
p2

p1 // B1
pi1

B2 pi2
// D
om A o produto brado de B1 e B2 sobre D, isto é,
A = {(b1, b2) : π1(b1) = π2(b2)} ⊆ B1 ⊕B2 ,
π1 e π2 ∗- homomorsmo sobrejetivos e pk, k = 1 ou 2, as restrições das projeções
ik : B1 ⊕ B2 → Bk, temos a seqüênia exata ília de seis termos
K0(A)
(p1∗ ,p2∗) // K0(B1)⊕K0(B2)
pi2∗−pi1∗ // K0(D)

K1(D)
OO
K1(B1)⊕K1(B2)
pi2∗−pi1∗oo K1(A)
(p1∗ ,p2∗)oo
.
O teorema enuniado aima é um aso partiular do Teorema 21.2.2 (Seqüênia
de Mayer-Vietoris para Homologia) de [B℄ sobre a existênia de uma seqüênia de
Mayer-Vietoris para uma teoria de Homologia qualquer.
Nosso intuito é o de utilizar a seqüênia de Mayer-Vietoris, vista no Teorema
3.1, em C(S∗S2), mas para failitar os álulos e a ompreensão faremos uso desta
seqüênia em C(SS2), já que C(SS2) ≃ C(S∗S2) omo dito anteriormente. E para
isto utilizaremos neste nosso aso partiular, isto é, em SS2 as observações feitas
antes do Teorema 3.1 omo podemos ver no lema a seguir.
Lema 3.2 Dado o diagrama
C(SS2)
p2

p1 // C(D × S1)
pi1

C(D × S1) pi2
// C(S1 × S1)
se as apliações p1 e p2 forem restrições (inlusões) e
π1 : C(D × S
1) → C(S1 × S1) e
ϕ 7→ π1 ◦ ϕ = ϕ|
S1×S1
(3.2)
37
π2 : C(D × S
1) → C(S1 × S1)
ϕ 7→ π2 ◦ ϕ(z, w) = ϕ|
S1×S1
(z,−z2w¯),
(3.3)
então
C(SS2) ≃ {(a1, a2) ∈ C(D × S
1)⊕ C(D × S1) : a1|S1×S1 = a2|S1×S1}.
Demonstração: Vamos entender o porquê destas apliações, na verdade o porquê
de π2.
Tomemos as artas dadas pelas projeções estereográas χN : S
2−{PN} → R2
e χS : S
2 − {PS} → R2, mais preisamente,
χS : S
2 − {(0, 0,−1)} → R2 e
(x1, x2, x3) 7→
(
x1
(1+x3)
, x2
(1+x3)
)
= (S1, S2)
χN : S
2 − {(0, 0, 1)} → R2
(x1, x2, x3) 7→
(
x1
(1−x3) ,
x2
(1−x3)
)
= (N1, N2)
.
Consequentemente, no brado tangente, temos
TχS : T (S
2 − {(0, 0,−1)}) → R2 × R2 e
Tx(S
2 − {(0, 0,−1)}) ∋ λ 7→ (χS(x), ξ1, ξ2)
TχN : T (S
2 − {(0, 0, 1)}) → R2 × R2
Tx(S
2 − {(0, 0, 1)}) ∋ λ 7→ (χN(x), η1, η2)
.
Para entendermos o omportamento da apliação
(χN , η1, η2) 7→ (χS, ξ1, ξ2),
basta observar que a restrição K : (χN ) = (N1, N2) 7→ (χS) = (S1, S2) é dada por
K : R2 − {(0, 0)} → S2 − {(0, 0, 1), (0, 0,−1)} → R2 − {(0, 0)}
(N1, N2) 7→
(
2N1
1+N2
1
+N2
2
, 2N2
1+N2
1
+N2
2
,
N2
1
+N2
2
−1
1+N2
1
+N2
2
)
7→
(
N1
N2
1
+N2
2
, N2
N2
1
+N2
2
) .
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Portanto
∂(K1,K2)
∂(N1,N2)
= 1
(N2
1
+N2
2
)2
(
−N21 +N
2
2 −2N1N2
−2N1N2 N
2
1 −N
2
2
)
.
Assim , para (z, w) ∈ C2, om z = (N1, N2) e w = (η1, η2), temos
T (z, w) = TχS◦(TχN)
−1(N1, N2, η1, η2) =
(
N1
N21 +N
2
2
,
N2
N21 +N
2
2
,
∂(K1, K2)
∂(N1, N2)
(
η1
η2
))
,
que resumidamente é T (z, w) =
(
z
|z|2 ,
−z2w¯
|z|4
)
, mas quando restrito a S1 × S1 temos
T (z, w) = (z,−z2w¯).
Isto explia o fato de π2 ser dada por
π2 : C(D × S
1) → C(S1 × S1)
ϕ 7→ f2 ◦ ϕ(z, w) = ϕ|
S1×S1
(z,−z2w¯).

Utilizando agora o Teorema 3.1 e as informações do Lema 3.2 obtemos a se-
qüênia exata ília
K0(C(SS
2))
(p1∗ ,p2∗) // K0(C(D × S
1))2
pi2∗−pi1∗ // K0(C(S1 × S1))X

K1(C(S
1 × S1))
OO
K1(C(D × S
1))2
pi2∗−pi1∗oo K1(C(SS2)
(p1∗ ,p2∗)oo
(3.4)
Como podemos pereber, para fazer uso desta seqüênia preisaremos antes
saber quem são Ki(C(D × S
1)) e Ki(C(S
1 × S1)), para i = 0 e i = 1, e seus
geradores. E para realizarmos estes álulos utilizaremos alguns resultados de K-
teoria apresentados no segundo apêndie deste trabalho.
Lembrando que C(D × S1) ≃ C(S1, C(D)) e C(S1 × S1) ≃ C(S1, C(S1)),
podemos então onstruir as seqüênias exatas urtas
0 −→ SC(D) −→ C(S1, C(D)) −→ C(D) −→ 0
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e0 −→ SC(S1) −→ C(S1, C(S1)) −→ C(S1) −→ 0
e por B.25 temos
Ki(C(D × S
1)) = K1−i(C(D))⊕Ki(C(D)) e
Ki(C(S
1 × S1)) = K1−i(C(S1))⊕Ki(C(S1)).
Dos exemplos B.18 e B.24 e dos isomorsmos aima temos:
• K0(C(D × S
1)) = [1]0Z
• K1(C(D × S
1)) = [w]1Z
• K0(C(S
1 × S1)) = [1]0Z⊕ [θC(S1)(w)]0Z
• K1(C(S
1 × S1)) = [z]1Z⊕ [w]1Z.
Com isto o diagrama (3.4) pode ser visto omo
K0(C(SS
2))
(p1∗ ,p2∗)0 // Z[1]⊕ Z[1]
(pi2∗−pi1∗)0 // Z[1]⊕ Z[θC(S1)(w)]

Z[z]⊕ Z[w]
OO
Z[w]⊕ Z[w]
(pi2∗−pi1∗)1oo K1(C(SS2).
(p1∗ ,p2∗)1oo
Pela denição dada nas equações (3.2) e (3.3) do Lema 3.2 obtemos
π1∗(x, y) = (x, 0) e π2∗(x, y) = (y, 0),
ou seja, na linha superior do diagrama anterior temos
(π2∗ − π1∗)0(x, y) = (y − x, 0). (3.5)
Além disso, temos π1∗([w]) = ([w]) e π2∗([w]) = [−z
2w¯], ou seja, os geradores da
imagem serão (0, 1) e (2,−1) e portanto para a linha inferior do diagrama anterior
teremos o homomorsmo
(π2∗ − π1∗)1(x, y) = (2y,−y − x). (3.6)
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Portanto veremos o diagrama anterior omo
K0(C(SS
2))
(p1∗ ,p2∗)0 // Z[1]⊕ Z[1]
(x,y)7→(y−x,0) // Z[1]⊕ Z[θC(S1)(w)]
δ0

Z[z]⊕ Z[w]
δ1
OO
Z[w]⊕ Z[w]
(x,y)7→(2y,−y−x)oo K1(C(SS2).
(p1∗ ,p2∗)1oo
Note que o homomorsmo (π2∗ −π1∗)1, isto é, a apliação (x, y) 7→ (2y,−y−x)
é injetora, logo a imagem de (p1∗ , p2∗)1 é nula. E o núleo de (π2∗ − π1∗)0, dada por
(x, y) 7→ (y − x, 0), é Z[(1, 1)]. Assim do diagrama anterior obtemos a seqüênia
exata
0 −→ Z[(1, 1)] −→ K1(C(SS
2)) −→ 0
e portanto o isomorsmo
K1(C(S
∗S2)) ≃ Z[(1, 1)].
Temos ainda que o núleo de (π2∗−π1∗)0 é isomorfo a Z[(1, 1)], ou seja, a imagem
de (p1∗ , p2∗)0 é Z[(1, 1)]. E a partir da imagem de (π2∗−π1∗)1 que é 2Z⊕Z, podemos
obter o núleo da apliação γ : Z[z]⊕Z[w]→ K0(C(SS
2)) que é um grupo isomorfo
a (Z⊕ Z)/(2Z⊕ Z) ≃ Z2[(1, 0)]. Com isto onstruímos a seqüênia exata
0 −→ Z2[(1, 0)] −→ K0(C(SS
2)) −→ Z[(1, 1)] −→ 0
o que onsequentemente nos leva a
K0(C(S
∗S2)) ≃ Z[(1, 1)]⊕ Z2[(1, 0)].
3.2 O aráter de Chern - Connes
Como dito na introdução deste apítulo preisamos onheer a K-Teoria da
C
∗
-álgebra A gerada pelos operadores pseudodiferenias lássios de ordem zero da
esfera e para tal vamos utilizar a seqüênia exata (3.1) e os grupos K0(A/K) e
K1(A/K) enontrados na seção anterior.
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Novamente através da seqüênia exata
0 −→ K
ψ
−→ A
pi
−→ A/K −→ 0 ,
omo em B.23, a partir da funtoriedade de K0 e K1 e da periodiidade de Bott B.22,
obtemos a seqüênia exata ília
K0(K)
K0(ψ) //K0(A)
K0(pi) //K0(A/K)

K1(A/K)
δ
OO
K1(A)
K1(pi)oo K1(K).
K1(ψ)oo
Pelos álulos da seção anterior temos
K0(A/K) ≃ K0(C(SS
2)) ≃ Z[(1, 1)]⊕ Z2[(1, 0)]
e
K1(A/K) ≃ K1(C(S
∗S2)) ≃ Z[(0, 1)].
Como em [LM℄ a fórmula de Fedosov nos mostra que em toda variedade om-
pata, omo é o nosso aso, existe um operador pseudodiferenial lássio de ordem
zero om índie de Fredholm igual a 1 (um), ou seja, a apliação do índie δ é
sobrejetora, logo
Z
K0(ψ)=0 // K0(A)
K0(ψ) // Z[(1, 1)]⊕ Z2[(1, 0)]

Z[(0, 1)]
sobrej.
OO
K1(A)
K1(ψ)oo 0.
K1(pi)oo
Assim, omo já feito na seção anterior, podemos deompor este diagrama em
duas seqüênias exatas, e são elas
0 −→ K0(A) −→ Z[(1, 1)]⊕ Z2[(1, 0)] −→ 0
isto porque o núleo de K0(ψ) = 0 e
0 −→ K1(A) −→ 0
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pois o homorsmo de grupos δ : Z → Z é sobrejetor e onseqüentemente injetor,
logo a imagem de K1(ψ) = 0.
Destas duas seqüênias temos
K0(A) = Z[(1, 1)]⊕ Z2[(1, 0)] e K1(A) = 0.
Observe então que o aráter de Chern-Connes neste aso se resume ao aso par, ou
seja, basta enontrarmos Chτ : K0(A)→ H
par
R
(SO(3)), já que K1(A) = 0.
Antes de alularmos o aráter de Chern-Connes omo na Denição 1.12, abe
observar que qualquer homomorsmo h : Z2 → R é nulo, já que
0 = h(2) = h(1 + 1) = 2h(1).
Com isto o aráter de Chern-Connes para o C
∗
-sistema dinâmio em questão,
isto é, para (A = Ψ0(S2), SO(3), α) é dado por
chτ : K0(A)⊕K1(A) = Z[(1, 1)]⊕ Z2[(1, 0)]⊕ 0→ H
∗
R(SO(3))
e este não se anula apenas no gerador [(1, 1)] de K0(A) e portanto se resume a
Chτ : K0(A) = Z[(1, 1)]→ R,
om Chτ ([1, 1]0) = τ(z) que é igual a medida de S
2
.
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Capítulo 4
A K-teoria do brado das oesferas
do Toro
Dado o C
∗
-sistema dinâmio (A, S1, α), onde A é Ψ0cl(T ) a C
∗
-álgebra gerada
pelos operadores pseudodifereniais lássios de ordem zero do Toro e a ação α é
a de onjugação pela translação em S1, podemos repetir o raioínio utilizado nos
dois apítulos anteriores para alular o aráter de Chern-Connes neste aso.
Note que assim omo nos exemplos anteriores temos α ontínua e Ψ0cl(T ) in-
variante pelo álulo funional holomorfo o que nos dá razão em dizer que estamos
alulando o aráter de Chern-Connes para os operadores pseudodifereniais lássi-
os de ordem zero do Toro.
E para alularmos K0(A) e K1(A) neste aso, preisaríamos antes alular a
K-teoria do brado das oesferas do Toro e é por este motivo que apresentaremos
neste apítulo o álulo dos grupos de K-teoria do brado das oesferas do Toro e
seus geradores.
De fato, para obter K0(A) e K1(A) seria neessário utilizar um raioínio aná-
logo ao feito em (2.1) e (3.1) no qual K ⊂ A e a sequênia
0 −→ K −→ A
pi
−→ A/K −→ 0 (4.1)
é exata.
Novamente pelo Teorema 2 de [M2℄ e seu orolário, existe um isomorsmo ϕ
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entre o quoiente A/K e C(S∗T )
ψ
≃ C(S1 × T ).
Utilizando a seqüênia (4.1) e o Teorema B.23 temos a seqüênia exata ília
de seis termos
K0(K)
K0(ψ) //K0(A)
K0(pi) //K0(A/K ≃ C(S
∗T ))

K1(A/K ≃ C(S
∗T ))
δ
OO
K1(A)
K1(pi)oo K1(K).
K1(ψ)oo
Assim omo visto anteriormente, omo T é ompato, a apliação δ é sobrejetora
e portantoK1(ψ) = 0, além dissoK1(K) = 0 o que nos permite deompor o diagrama
aima em duas seqüênias exatas, são elas
0→ K0(A)→ K0(C(S
∗T ))→ 0
e
0→ K1(A)→ K1(C(S
∗T ))→ Z→ 0.
Através das duas seqüênias exatas aima a laro que um modo de enontrar-
mos K0(A) e K1(A) e seus geradores, é enontrando antes os grupos de K-teoria de
C(S∗T ).
Vamos então alular os grupos de K-teoria de C(S∗T ) e para isto pensemos em
C(T ) = C(S1 × S1) ≃ C(S1, C(S1)), om (z, w) ∈ S1 × S1, e tomemos a seguinte
seqüênia exata urta
0 −→ SC(S1) −→ C(T ) −→ C(S1) −→ 0.
Como a seqüênia exata aima inde, temos
K0(C(T )) = K0(C(S
1))⊕K1(C(S
1)) = [1]0Z⊕ [θC(S1)[w]1]0Z
e
K1(C(T )) = K1(C(S
1))⊕K0(C(S
1)) = [βC(S1)[1]0]1Z⊕ [w]1Z,
lembrando que w representa a função w(z, w) = w.
46
Pensando agora em S∗T ≃ S1×T = S1×S1×S1, (ξ, z, w) ∈ S∗T e proedendo-
se da mesma maneira, temos a seqüênia exata indida
0 −→ SC(T ) −→ C(S1, C(T )) −→ C(T ) −→ 0.
Logo
K0(C(S
∗T )) = K0(C(T ))⊕K1(C(T ))
= [1]0Z⊕ [θC(S1)[w]1]0Z⊕ [θC(T )[βC(S1)[1]0]1]0Z⊕ [θC(T )[w]1]0Z
e
K1(C(S
∗T )) = K1(C(T ))⊕K0(C(T ))
= [βC(S1)[1]0]1Z⊕ [w]1Z⊕ [βC(T )[1]0]1Z⊕ [βC(T )[θC(S1)[w]1]0]1Z.
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Apêndie A
Representações em álgebras de Lie
Nossa intenção neste apêndie é a de mostrar alguns resultados básios sobre
derivação e representações em álgebras de Lie que são utilizados no primeiro apítulo
desta tese. Um exemplo disto é o de que dado um C
∗
-sistema dinâmio (A,G, α),
a denição dada em Denição 1.1 faz sentido, isto é, o de que a apliação δ é de
fato uma representação de g, álgebra de Lie do grupo G, sobre a álgebra de Lie das
derivações sobre A∞.
Gostaríamos aqui de agradeer novamente o inestimável auxílio dado por Daniel
V. Tausk que produziu grande parte do texto e das expliações aqui expostas, assim
omo sua olaboração em outros pontos deste trabalho.
Sejam G um grupo de Lie, A um espaço de Banah (que em nosso aso será
uma C
∗
-álgebra) e α : G → GL(A) um homomorsmo (lembrando que GL(A) é o
grupo dos isomorsmos lineares ontínuos de A e que ontém Aut(A) o grupo dos
∗-automorsmos da C∗-álgebra A).
O vetor x ∈ A é de lasse Ck (0 6 k 6∞) se a apliação α(x) : g 7→ αg(x) é de
lasse Ck. E assim, omo na Denição 1.1, se x é no mínimo de lasse C1 e X ∈ g
denimos
δX(x) =
d
dt
[αexp(tX)(x)]|t=0.
A proposição a seguir é basiamente a demonstração do teorema de Gårding,
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isto é, a de que a *-álgebra de Fréhet A∞ é densa (na norma) em A, para maiores
detalhes vide Teorema 1 do apítulo 5 de [A℄.
Proposição A.1 Sejam f ∈ Cc(G) e ν uma medida de Haar (invariante à es-
querda) sobre G. O operador αf : A → A dado por αf (a) =
∫
G
f(x)αx(a)dν(x)
satisfaz as seguintes armações.
1. Se f ∈ C∞c (G), então αf(a) ∈ A
∞
, ∀a ∈ A.
2. Dada uma seqüênia (fi)i∈N ⊂ C∞c (G) tal que:
(i)
∫
G
fi(x)dν(x) = 1, ∀i ∈ N;
(ii) fi > 0, ∀i ∈ N e
(iii) para qualquer vizinhança U da unidade de G, temos supp fi ⊂ U exeto
para um número nito de índies.
Então αfi(a) onverge para a, para qualquer a ∈ A.
Demonstração: (1) Seja g um elemento de G, omo a medida de Haar é invariante
à esquerda obtemos
αgαf (a) =
∫
G
f(x)αgx(a)dν(x) =
∫
G
f(g−1x)αx(a)dν(x).
Assim para X ∈ g e gt = exp(tX), om t ∈ R, temos
f(g−1t x)− f(x) =
∫ 1
0
d
ds
f(g−1st x)ds = −t
∫ 1
0
Xf(g−1st x)ds,
vendo aquiX omo o ampo de vetores invariante à direita sobreG e que orresponde
a transformação x 7→ gtx.
Portanto
αgt − I
t
αf(a) = −
∫
G
∫ 1
0
Xf(g−1st x)αx(a)dsdν(x)
= −
∫
G
∫ 1
0
Xf(x)αgstαx(a)dsdν(x)
= −
∫ 1
0
αgst
∫
G
Xf(x)αx(a)dν(x)ds
= −
∫ 1
0
αgstαXf(a)ds
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elim
t→0
αgt − I
t
αf(a) = −αXf (a).
Provamos om isto que a apliação α(αf(a)) : G→ A, dada por g 7→ αgαf (a) é
de lasse C1 e repetindo-se este mesmo argumento podemos provar que esta é uma
apliação de lasse C∞.
(2) Dados ǫ > 0 e a ∈ A, podemos esolher uma vizinhança U da unidade de G
tal que ||αg(a) − a|| 6 ǫ, para g ∈ U . Como αfi(a) − a =
∫
G
fi(g)(αgf − f)dν(g),
então se supp fi ⊂ U , temos ||αfi(a)− a|| 6 ǫ.

Denição A.2 Dadas g1 e g2 álgebras de Lie dizemos que a apliação ϕ : g1 → g2
é um homomorsmo de álgebras de Lie se ϕ é linear e preserva os olhetes de Lie,
isto é, ϕ([X, Y ]) = [ϕ(X), ϕ(Y )], ∀X, Y ∈ g1.
Além disso, se g2 for GL(n,C), GL(n,R), ou ainda End(V ), V espaço vetorial,
o homomorsmo ϕ é hamado de representação.
Dadas duas variedades difereniáveis M e N , A um espaço de Banah e uma
apliação f : M × N → A de lasse C2, denotaremos, para (x0, y0) ∈ M × N , a
diferenial da apliação x 7→ f(x, y0) em x0 por
∂1f(x0, y0) : Tx0M → A
e a diferenial da apliação y 7→ f(x0, y) no ponto y0 por
∂2f(x0, y0) : Ty0N → A.
Apenas utilizando o Teorema de Shwarz em oordenadas loais em torno de
(x0, y0) podemos mostrar que para quaisquer v ∈ Tx0M e w ∈ Ty0N a diferenial da
apliação
x 7→ ∂2f(x, y0).w ∈ A
no ponto x0 avaliada em v oinide om a diferenial da apliação
y 7→ ∂1f(x0, y).v ∈ A
no ponto y0 avaliada em w.
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Lema A.3 Se x ∈ A é de lasse Ck, então:
1. ∀g ∈ G o vetor αg(x) ∈ A é de lasse C
k
;
2. se k > 1 e X ∈ g, então a apliação λX : g 7→ δX(αg(x)) ∈ A é de lasse
Ck−1;
3. se k > 1, então ∀Y ∈ g o vetor δY (x) ∈ A é de lasse C
k−1
;
4. se k > 2 e X, Y ∈ g, então dλX(1).Y = δXδY (x);
5. se k > 1 e X ∈ g, então a apliação τX : (g, h) 7→ αg(δX(αh(x))) ∈ A é de
lasse Ck−1;
6. se k > 2 e X, Y ∈ g, então
δ1τX(1, 1).Y = δY (δX(x)) e δ2τX(1, 1).Y = δX(δY (x)).
Demonstração: (1) Consideremos a apliação
f : G×G → A
(g, h) 7→ αhg(x) = αhαg(x)
,
de lasse Ck. Como por hipótese x é de lasse Ck, então para todo g ∈ G a apliação
h 7→ αh(αg(x)) é de lasse C
k
, logo αg(x) é de lasse C
k
.
(2) Para k > 1 temos ∂2f(g, 1).X = d(α1(αg(x))).X = δX(αg(x)) = λX(g),
onsequentemente λX é de lasse C
k−1
.
(3) Vale também para todo h ∈ G e Y ∈ g que
∂1f(1, h).Y = d(αh(α1(x))).Y = αh(δY (x)),
ou seja, δY (x) é de lasse C
k−1
.
(4) Se k > 2, utilizando a armação anterior a este lema apliada a f no ponto
(1, 1) ∈ G×G e nos vetores X, Y ∈ g, temos
dλX(1).Y = d(∂2f(1, 1).X).Y = d(∂1f(1, 1).Y ).X
= d(δY (x)).X = d(α1(δY (x))).X = δX(δY (x)).
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(5) Consideremos agora a apliação
F : G×G×G → A
(g1, g2, g3) 7→ αg1g3g2(x)
,
novamente F é de lasse Ck e para y = αg2(x) temos
∂3F (g1, g2, 1) = d(αg1(α1(y))) = αg1(δX(y)) = τX(g1, g2),
ou seja, τ é de lasse Ck−1.
(6) E se k > 2 a derivada ∂1(τX(1, 1)) é alulada observando-se que a apliação
g 7→ τX(g, 1) oinide om α1(z), para z = δX(x). Assim
∂1(τX(1, 1)).Y = d(α1(z)).Y = δY (α1(z)) = δY (δX(x)).
Da mesma forma, g 7→ τX(1, g) oinide om λX e
∂2(τX(1, 1)).Y = d(λX(1)).Y = δX(δY (x)).

Teorema A.4 Se x ∈ A é de lasse C2, então ∀X, Y ∈ g temos
δ[X,Y ](x) = δXδY (x)− δY δX(x).
Demonstração: Dados g, h ∈ G temos αgαhαg−1(x) = αig(h)(x), onde ig é o au-
tomorsmo interno de G, isto é, ig(h) = ghg
−1
. Da mesma forma, se y = αg−1(x),
temos αg ◦α(y) = α(x) ◦ ig
1
. Pelo item (1) do lema anterior, y é de lasse C2, desse
modo difereniando a igualdade anterior em 1 ∈ G de ambos os lados e avaliando
em Y ∈ g temos:
d(αgα(y)(1)).Y = d(α(x)ig(1)).Y
αg(δY (y))(x) = δAdg(Y )(x),
para todo g ∈ G, onde Adg = d(ig(1)) : g→ g.
1
a apliação α(x) : G→ A é aquela dada por α(x)(g) = αg(x).
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Difereniando-se a igualdade aima em g = 1 e avaliando-a em X ∈ g, lem-
brando que αg(δY (αg−1(x))) = τY (g, g
−1), temos
d(αg(δY (αg−1(x)))).X = d(τY (g, g
−1)).X
e em g = 1 temos d(τY (1, 1)).X que pelo lema anterior é de lasse C
1
e a diferenial
avaliada em X é dada por ∂1τY (1, 1).X − ∂2τY (1, 1).X = δXδY (x)− δY δX(x).
Agora difereniando-se o lado direito da igualdade temos Z 7→ δZ(x) ∈ A linear
e ontínua, pois oinide om d(α(x)(1)). Além disso, a diferenial da apliação
g 7→ Adg(Y ) ∈ g no ponto g = 1 e avaliada em X é igual a [X, Y ], ou seja,
d(δAd1(Y )(x)).X = δ[X,Y ](x).

Com isto provamos que a apliação δ, omo na Denição 1.1, é de fato uma
representação de g na álgebra de Lie das derivações de A∞.
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Apêndie B
Resultados sobre K-teoria de
C
∗
-álgebras
Este apêndie dedia-se a uma breve introdução e à apresentação de alguns
resultados básios, utilizados neste trabalho, sobre a K-teoria de C
∗
-álgebras. Os
resultados aqui apresentados são lássios e podem ser vistos om mais detalhes em
livros omo [RLL℄, [WO℄ e [B℄, que nesta seqüênia, aumentam o grau de omplex-
idade e diminuem o de didátia.
Denição B.1 Uma C
∗
-álgebra A é uma ∗-álgebra de Banah onde ‖a∗a‖ = ‖a‖2,
para todo a ∈ A. Se A possui unidade, 1A, então dizemos que A é uma C
∗
-álgebra
om unidade.
Alguns exemplos bastante onheidos e utilizados de C
∗
-álgebras são
Exemplo B.2 Seja H um espaço de Hilbert de dimensão nita ou innita, então
L(H), onjunto dos operadores limitados de H, é uma C∗-álgebra quando onside-
radas as operações
(T + S)(h) = T (h) + S(h)
(TS)(h) = T
(
S(h)
)
(λT )(h) = λT (h),
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a norma usual de operadores
‖T‖ = sup{‖Th‖ : h ∈ H, ‖h‖ 6 1},
e a involução obtida através do produto interno,
〈Th, k〉 = 〈h, T ∗k〉 para h e k em H.
Exemplo B.3 O onjunto das matrizes quadradas n×n a valores omplexos,Mn(C),
também é uma C
∗
-álgebra, basta identiarmos este espaço om L(Cn) e temos um
aso partiular do exemplo anterior.
Exemplo B.4 As subálgebras fehadas e auto-adjuntas de L(H), H um espaço de
Hilbert, omo no exemplo (B.2) também são C
∗
-álgebras.
Exemplo B.5 Dada uma C
∗
-álgebra A, o onjunto das matrizes Mn(A), munido
das operações usuais também é uma C
∗
-álgebra. Pelo Teorema de Gelfand-Naimark,
vide Teorema 1.1.3 de [RLL℄, A é isomorfa a uma C∗-subalgebra de L(H), para
algum espaço de Hilbert H. Assim Mn(A) é uma C
∗
-subalgebra de L(Hn).
Dada uma ∗-álgebra A qualquer, om ou sem unidade, podemos assoiar a esta
uma ∗-álgebra A˜ que possua uma unidade. Isso pode ser feito se onstruirmos A˜,
hamada de unitização de A, da seguinte forma:
A˜ = A⊕ C
(a, z)(b, w) = (ab+ zb+ wa, zw)
(a, z)∗ = (a∗, z)
e teremos omo unidade de A˜ o elemento 1 eA = (0, 1). Além disso, teremos uma
identiação, através de um homomorsmo injetivo, de A om um ideal maximal de
A˜ através dos elementos (a, 0), para todo a ∈ A.
Como A pode ser identiado om uma subálgebra fehada de A˜, então A˜ será
uma ∗-álgebra de Banah se A de fato for uma ∗-álgebra de Banah. E por m, se
A é uma C∗-álgebra podemos denir em A˜ uma norma que a torna uma C∗-álgebra,
vide Teorema 1.15 de [D℄.
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Dadas as ∗-álgebras A e B podemos também estender os ∗-homomorsmos
φ : A→ B para ∗-homomorsmos φ˜ : A˜→ B˜, dados por φ˜(x+ z1 eA) = φ(x) + z1 eB .
Como pode ser visto em 1.1.6 de [RLL℄ a assoiação entre A e A˜ nos permite
onstruir a seqüênia exata urta indida, dada por
0→ A
i
→֒ A˜
pi
⇋
λ
C→ 0 (B.1)
om π a apliação quoiente e λ(z) = z1 eA. Além disso, se A possui unidade a
apliação (a, z) 7→ a + z(1 eA − 1A) é um isomorsmo entre A⊕ C e A˜.
Denição B.6 Sendo P(A) o onjunto das projeções de uma C∗-álgebra A, isto é,
o onjunto dos elementos de p ∈ A tais que p = p∗ = p2, denimos
Pn(A) = P(Mn(A)) e P∞(A) =
∞
∪
n=1
Pn(A).
Dadas as projeções p e q em P∞(A), mais preisamente p ∈ Pm(A) e q ∈ Pn(A),
denimos a relação de equivalênia p ∼0 q se existe u ∈ Mmn(A) tal que p = uu
∗
e
q = u∗u.
Denimos também a operação p⊕ q =
(
p 0
0 q
)
em P∞(A).
Utilizando a denição aima podemos onstruir o semigrupo abeliano e om
unidade (P0(A),+), onde
P0(A) = P∞(A)/ ∼0 e [p]0 + [q]0 = [p⊕ q]0.
Dado qualquer semigrupo abeliano (S,⊕) existe uma onstrução bastante o-
nheida, hamada onstrução de Grothendiek, de um grupo abeliano a partir deste
semigrupo. Denimos a relação que failmente se prova ser de equivalênia ∼ em
S × S, dada por (x1, y1) ∼ (x2, y2) se existe z ∈ S tal que x1 ⊕ y2⊕ z = x2 ⊕ y1⊕ z.
Dessa forma denimos o grupo de Grothendiek omo sendo GS = S × S/ ∼, uja
operação + é dada por [x1, y1] + [x2, y2] = [x1 ⊕ x2, y1 ⊕ y2], onde [x, y] designa a
lasse de equivalênia de (x, y) ∈ S × S.
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Não é difíil provar que (GS,+) onstruido aima é de fato um grupo e também
que é abeliano. Além disso, para y ∈ S existe uma apliação, onheida omo
apliação de Grothendiek, que independe do y esolhido e que é dada por
γS : S → GS
x 7→ [x⊕ y, y].
Estamos prontos portanto para denir o grupo de K-teoria K0(A) de uma C
∗
-
álgebra A om unidade.
Denição B.7 Dada uma C
∗
-álgebra A om unidade, podemos denir o grupo de
K-teoria K0(A) om sendo o grupo de Grothendiek obtido a partir do semigrupo
abeliano e om unidade (P0(A),+), onde por abuso de notação [p]0 = γ([p]0), para
γ : P0 → K0(A) a apliação de Grothendiek.
Existe uma representação padrão, muito utilizada, para os elementos de K0(A).
Tal representação é apresentada na proposição a seguir e sua demonstração pode ser
enontrada em 3.1.7 de [RLL℄.
Proposição B.8 Seja A uma C∗-álgebra om unidade, então
K0(A) = {[p]0 − [q]0 : p, q ∈ P∞(A)}
= {[p]0 − [q]0 : p, q ∈ Pn(A)}.
A denição anterior nos permite entender K0 omo um funtor entre a ategoria
das C
∗
-álgebras om unidade e a ategoria dos grupos abelianos, vide 3.2.4 de [RLL℄.
Além disso, poderíamos utilizar a denição aima também para C
∗
-álgebras sem
unidade, mas isto impediria o funtor K0 de ser meio-exato
1
, omo pode ser visto
no exemplo 3.3.9 também de [RLL℄.
Dado um ∗-homomorsmo de C∗-álgebras φ : A→ B utilizamos a funtoriedade
de K0 para denir o homomorsmo de grupos
K0(φ) : K0(A)→ K0(B)
[p]0 7→ [φ(p)]0.
1
Um funtor F é dito meio-exato se dada uma seqüênia exata urta 0 → A
φ
→ B
ψ
→ C → 0,
temos a seqüênia exata F (A)
F (φ)
→ F (B)
F (ψ)
→ F (C).
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Já para C
∗
-álgebras A sem unidade denimos o grupo K0(A), omo sendo o
núleo da apliação K0(π) : K0(A˜) → K0(C), dada por K0(π)([p]0) = [π(p)]0 que
pode ser melhor entendida através da seqüênia exata B.1, ou resumidamente
K0(A) = N(K0(π)).
E omo pode ser visto em 4.1.3, 4.3.2 e 4.3.3 de [RLL℄ esta denição de K0,
para uma C
∗
-álgebra qualquer nos permite provar que além de funtor, K0 também
é meio-exato e exato indido, isto é, leva seqüênias exatas indidas de C
∗
-álgebras
em seqüênias exatas indidas de grupos abelianos.
Além disso, o funtor K0 é ontínuo om respeito a limite indutivo e é estável,
isto é K0(lim→
An) = lim→
(K0(An)) e K0(A) ≃ K0(A⊗K)
2
.
Assim omo para C
∗
-álgebras om unidade, existe uma representação padrão
para os elementos de K0(A), om A uma C
∗
-álgebra qualquer.
Proposição B.9 Sejam A uma C∗-álgebra qualquer e s = λ ◦ π : A˜ → A˜, obtida
através de B.1, então
K0(A) = {[p]0 − [s(p)]0 : p ∈ P∞(A˜)}
Feito isto temos a denição, o retrato e algumas propriedades básias do grupo
K0(A) e do funtor K0, para A uma C
∗
-álgebra qualquer, mas antes de darmos alguns
exemplos do álulo de alguns desses grupos deniremos o outro grupo de K-teoria
de uma C
∗
-álgebra A, em outros termos, K1(A).
Denição B.10 Sendo U(A) o grupo dos elementos unitários de uma C∗-álgebra
A om unidade, isto é, o onjunto dos elementos u ∈ A tais que u∗u = uu∗ = 1A,
denimos
Un(A) = U(Mn(A)) e U∞(A) =
∞
∪
n=1
Un(A).
Denimos em U∞(A) a operação u⊕ v =
(
u 0
0 v
)
.
2
Lembrando que K é a C∗-álgebra dos operadores ompatos sobre um espaço de Hilbert sepa-
rável e de dimensão innita.
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E dados os unitários u e v em U∞(A), ou mais preisamente, u ∈ Un(A) e
v ∈ Um(A) denimos a relação de equivalênia u ∼1 v se existe k ∈ N tal que
u⊕ 1k−n ∼h v ⊕ 1k−m em Uk(A), onde ∼h é a usual homotopia por aminhos.
Estamos prontos portanto para denir o grupo K1(A) para uma C
∗
-álgebra A
qualquer.
Denição B.11 Dada uma C
∗
-álgebra A qualquer denimos
K1(A) = U∞(A˜)/ ∼1 .
Denotaremos por [u]1 a lasse de equivalênia que ontém o elemento u ∈ U∞(A) e
a operação do grupo omo sendo [u]1 + [v]1 = [u⊕ v]1, para u, v ∈ U∞(A).
Assim omo K0, K1 também apresenta uma representação padrão que é dada
pela proposição a seguir e que é uma onsequênia imediata da denição anterior.
Proposição B.12 Dada uma C
∗
-álgebra A, então
K1(A) = {[u]1 : u ∈ U∞(A˜)},
om [u]1 + [v]1 = [u⊕ v]1 e [1]1 = 0.
Vale ressaltar, vide 8.1.6 de [RLL℄, que dada uma C
∗
-álgebra A om unidade
temos K1(A) ≃ U∞(A)/ ∼1.
Além disso, K1 também é um funtor da ategoria das C
∗
-álgebras na atego-
ria dos grupos abelianos, vide 8.2 de [RLL℄, também é meio exato, exato indido,
ontínuo para limite indutivo e estável e as demonstrações destes fatos podem se
enontradas em 8.2.4, 8.2.5, 8.2.7 e 8.2.8 de [RLL℄, respetivamente.
A funtoriedade de K0 e K1, nos permite provar uma série de resultados omu-
mente utilizados, omo por exemplo.
Proposição B.13 Dadas as C
∗
-álgebras A e B, temos
Ki(A⊕ B) ≃ Ki(A)⊕Ki(B) i = 0 ou 1.
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Estamos prontos agora para darmos alguns exemplos dos gruposK0(A) eK1(A),
para algumas C
∗
-álgebras que serão utilizadas neste trabalho.
Exemplo B.14 Para a C
∗
-álgebra A = Mn(C), partiularmente C = M1(C), temos
K0(A) = Z e K1(A) = 0.
Temos K1(A) = 0 pois A é onexo e para Tr o traço usual das matrizes temos
o isomorsmo K0(Tr) entre K0(A) e Z, omo pode ser visto em 8.1.8 e 3.3.2 de
[RLL℄ respetivamente.
Cabe ressaltar que dado um traço τ : A → C de uma C∗-álgebra A qualquer,
temos τ(p) = τ(q), se p ∼0 q. Assim K0(τ)([p]0) = τ(p), para p ∈ P∞(A).
Além disso, se τ é um traço positivo, isto é, τ(a) > 0, para todo elemento
positivo de a ∈ A, então K0(τ)([p]0) = τ(p) > 0, ou seja, K0(τ) : K0(A)→ R.
Da estabilidade dos funtores K0 e K1 e do exemplo anterior, temos
Exemplo B.15 Para A = K, álgebra dos operadores ompatos de um espaço de
Hilbert separável, temos
K0(A) = Z e K1(A) = 0.
Exemplo B.16 Seja A = L(H) a C∗-álgebra denida em B.2, para H separável ou
não, temos
K0(A) = 0 e K1(A) = 0.
Exemplo B.17 Seja A = C(X), a C∗-álgebra das funções ontínuas de um espaço
ontrátil X, temos
K0(A) = Z e K1(A) = 0.
A demonstração do exemplo anterior pode ser vista em 3.3.6 e 8.2 de [RLL℄ e
omo aso partiular deste temos alguns exemplos bastante utilizado neste trabalho,
omo
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Exemplo B.18
K0(C(D)) = K0(C({pto})) = K0(C([0, 1])) = Z
e
K1(C(D)) = K1(C({pto})) = K1(C([0, 1])) = 0
onde D é o diso unitário, isto é, D = {z ∈ C : |z| 6 1} e o gerador de Z é [1]0,
onde 1 é a unidade de C(X).
Denição B.19 Dada uma seqüênia exata urta de C
∗
-álgebras
0→ A
φ
→ B
ψ
→ C → 0
existe ∗-homomorsmo natural δ1 : K1(C) → K0(A), hamado de apliação do
índie que torna a seqüênia
K1(A)
K1(φ)
−→ K1(B)
K1(ψ)
−→ K1(C)
δ1−→ K0(A)
K0(φ)
−→ K0(B)
K0(ψ)
−→ K0(C)
exata. Além disso, existe uma representação padrão para tal apliação dada por
δ1([u]1) = [p]− [pn]
onde u ∈ Un(C˜), v ∈ U2n(B˜), p ∈ P2n(A˜) e pn =
(
1n 0
0 0
)
satisfazem
φ˜(p) = vpnv
∗
e ψ˜(v) =
(
u 0
0 u∗
)
.
Uma prova do resultado enutido na denição anterior pode ser enontrada em
9.1.4 de [RLL℄. Além disso, o nome apliação do índie se deve ao aso partiular
do índie de Fredholm, isto é, quando a seqüênia exata da denição anterior é dada
por
0→ K →֒ A→ A/K → 0
temos δ1 : K1(A/K) → K0(K) omo sendo o índie de Fredholm, vide apítulo 14
de [WO℄.
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Denição B.20 Dada uma C
∗
-álgebra A qualquer hamamos de suspensão de A o
onjunto simbolizado por SA e dado por
SA = {f ∈ C([0, 1], A) : f(0) = f(1) = 0}
= {f ∈ C(S1, A) : f(1) = 0} = C0(]0, 1[, A),
e de one de A o onjunto denotado por CA e dado por
CA = {f ∈ C([0, 1], A) : f(0) = 0}.
Através destas denições temos a seqüênia exata urta
0→ SA
i
→֒ CA
pi
→ A→ 0 (B.2)
para π(f) = f(1). E omo CA é homotopiamente equivalente a zero, temos
K0(CA) = K1(CA) = 0 e assim a apliação do índie denida anteriormente se
torna um isomorsmo, omo enuniamos a seguir.
Corolário B.21 Dada uma C
∗
-álgebra A qualquer a apliação θA que é a apliação
δ1, dada em B.19, da seqüênias exata urta B.2
θA = δ1 : K1(A)→ K0(SA)
é um isomorsmo de grupos.
Um dos alieres da K-teoria é a periodiidade de Bott e para entender este
isomorsmo preisamos de alguns resultados e denições preliminares.
Dada uma projeção p ∈ Pn(A), onde A é uma C
∗
-álgebra om unidade, de-
nimos fp ∈ C(S
1,Un(A)) dado por fp(z) = zp+ (pn − p). Sabendo que neste aso a
unitização de SA, isto é, S˜A = {(f, z) : f ∈ SA e z ∈ C} pode ser identiado om
o onjunto das apliações f ∈ C(S1, A) tais que f(1) ∈ C1A, obtemos fp ∈ Un(S˜A).
E assim denimos a apliação de Bott para C
∗
-álgebras om unidade
βA : K0(A)→ K1(SA)
[p]0 → [fp]1.
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Para C
∗
-álgebras sem unidade os resultados são análogos, porém omo o retrato
de K0(A) é um pouo diferente do anterior teremos a apliação de Bott dada por
βA : K0(A)→ K1(SA)
[p]0 − [s(p)]0 → [fpf
∗
s(p)]1.
Enuniaremos a seguir este teorema, uja demonstração pode ser enontrada
nas seções 9.1 e 9.2 de [WO℄, que prova que a apliação de Bott denida aima é de
fato um isomorsmo.
Teorema B.22 (Periodiidade de Bott) A apliação βA : K0(A) → K1(SA) é
um isomorsmo de grupos.
Utilizando estes dois últimos resultados obtemos uma das prinipais ferramentas
da K-teoria que é a seqüênia exata ília de seis termos. Vejamos
Teorema B.23 Dada a seqüênia exata urta de C
∗
-álgebras
0→ A
φ
→ B
ψ
→ C → 0
podemos onstruir a apliação exponenial δ0 : K0(C) → K1(A) que é dada pela
omposição das apliações
K0(C)
βC→ K1(SC) ≃ K2(C)
δ2→ K1(A).
Disto e de B.19 deorre a sequênia exata ília
K0(A)
K0(φ) // K0(B)
K0(ψ) // K0(C)
δ0

K1(C)
δ1
OO
K1(B)
K1(ψ)oo K1(A)
K1(φ)oo
.
De posse destas ferramentas e resultados podemos provar muitas outras pro-
priedades importantes, omo também exemplos bastante utilizados na literatura da
área e neste trabalho.
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Exemplo B.24 Para a C
∗
-álgebra C(S1), temos
K0(C(S
1)) ≃ [1]0Z e K1(C(S
1)) ≃ [z]1Z.
Onde 1 simboliza a projeção 1(eiθ) = 1 e z o unitário z(eiθ) = eiθ.
Dado um espaço ompato Hausdor X e portanto a C∗-álgebra C(S1 × X)
sabemos que C(S1 ×X) ≃ C(S1)⊗X ≃ C(S1, C(X)) e assim podemos onstruir a
seqüênia exata
0→ SC(X)→ C(S1, C(X))→ C(X)→ 0
que inde. Como K0 e K1 são funtores que preservam seqüênias exatas indidas,
temos
0→ Ki(SC(X))→ Ki(C(S
1, C(X)))→ Ki(C(X))→ 0
e portanto
Proposição B.25 Nas ondições anteriores temos para i = 0 ou 1
Ki(C(S
1, X)) ≃ Ki(X)⊕K1−i(X).
Além deste, alguns outros resultados sobre K-teoria são utilizados neste tra-
balho, mas estes, por apareerem num ontexto diferente do apresentado até agora,
são enuniados e detalhados apenas quando utilizados o que pode não ser o mais
didátio, mas talvez seja o mais simples e prátio.
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